Technische Universitat Chemnitz 27. April 2010
Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 2: Differenzialrechnung

Letzter Abgabetermin: 18. Mai 2010
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,H6here Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 2*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Riickbe erfolgen soll!

1. Betrachtet wird die Gleichung®=4x+4. Losen Sie die folgenden Aufgaben a) bis c) ohne
elektronische Hilfsmittel, fir d) konnen Sie selbstvemsliech solche Hilfsmittel benutzen.

a) Ermitteln Sie auf grafischem Wege, wie viele reelle Logsimdjese Gleichung hat und wo
diese ungefahr liegen!

b) Nun soll die Gleichung ndherungsweise mithilfe des Newgofahrens geldst werden.
Geben Sie die Iterationsvorschrift an und fiihren Sie vomiBéat xo =0 ausgehend zwei
Iterationsschritte aus!

c) Wahlen Sie einen zur Bestimmung einer anderen Losung leechiBng geeigneten Start-
wert und fihren Sie von diesem ausgehend einen Iterationgstes Newtonverfahrens
aus!

d) Bestimmen Sie mithilfe des Newtonverfahrens alle Losmder Gleichung mit einer Ge-
nauigkeit von mindestens 18! Stellen Sie die dabei durchlaufenen Iterationspunkte
tabellarisch dar!

2. Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

) lim sin 2 b) lim sin 2 ¢) lim arctark—J d) lim arctarx e) lim X-sinx
x—0eX—1’ x—0 eX '’ X—00 )—l( ’ X—00 )—1( ’ X—00 4/ 1+x2+sin2x’
filim S =L gy lim 22O
x—0In(1+x)’ g x—0 X2 4+ sinfx

3. Wie sind die Ausmalie eines zylindrischen Metalltrinkis¥s zu wahlen, damit er ein Fas-
sungsvermoégen von 400/rhat und zu seiner Herstellung maglichst wenig Material bigho
wird? Wie groR ist der Materialverbrauch pro Becher irfém

—X —X

4. Durch die Beziehungen sirk- —— und coshkx= werden die Funktionen Sinus

Hyperbolicus und Kosinus Hyperbolicus definiert.

a) Untersuchen Sie die beiden Funktionen auf Monotoniggixterte und Krimmungsver-
halten!

b) Entwickeln Sie die Funktiorii(x) =sinhx im Punktxyo = 0 nach der Taylorschen Formel!

c) Wie lauten die Taylorpolynome dritten und vierten Gra@igs, 0) und T4(x, 0) fur sinhx?

d) Geben Sie die jeweiligen Lagrangeschen Restglieder an!

e) Zeigen Sie mithilfe des Lagrangeschen Restgliedes, filiasx| <1 die Abschéatzung
|T4(x,0)—sinhx| <0.013 gilt!

f) Wie grol3 ist der Fehler bei Verwendung des Taylorpolynamesten Grades zur Berech-
nung von sinh 1 tatséachlich?

5. Schatzen Sie ab, fur welche Winlgelbei der ndherungsweisen Berechnung des Sinus durch
3 5

den Ausdrucke¢ — ar + =l die Fehlergrenze I6 eingehalten wird! Interpretieren Sie dabei

den gegebenen Ausdruck als Taylorpolynom méglichst hohrad&s!
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1. Betrachtet wird die Gleichung® =4x+4. Lésen Sie die folgenden Aufgaben a) bis ¢) ohne
elektronische Hilfsmittel, fur d) konnen Sie selbstvensiiich solche Hilfsmittel benutzen.

a) Ermitteln Sie auf grafischem Wege, wie viele reelle Légimdjese Gleichung hat und wo
diese ungefahr liegen!
b) Nun soll die Gleichung ndherungsweise mithilfe des Neweofahrens gelost werden.
Geben Sie die Iterationsvorschrift an und fihren Sie voméait xo=0 ausgehend zwei
Iterationsschritte aus!
c) Wahlen Sie einen zur Bestimmung einer anderen Losung léeiBng geeigneten Start-
wert und fihren Sie von diesem ausgehend einen Iterationgstes Newtonverfahrens
aus!
d) Bestimmen Sie mithilfe des Newtonverfahrens alle Losmder Gleichung mit einer Ge-
nauigkeit von mindestens 18! Stellen Sie die dabei durchlaufenen Iterationspunkte
tabellarisch dar!

LOosung:

a)

/XY ]

1

y=x*

y=4x+4

"X

d) B3 "H I =B2-(B2"B2"B2"B2-4"B2-4)/(4"B2"B2"B24)

=

X1 i

e e ¢

X2 i

(8]

0,000000000

2,000000000

-1,000000000

1,857142857

-0,875000000

1,835548621

-0,862097953

1,835086890

-0,861982577

1,835086682

-0,861982568

1,835086682

[=T I - O T, T Y

Ok WNI=O_.

-0,861982568

1,835086682

Offensichtlich hat die Gleichung*=4x+4 zwei reelle
Losungen und zwar zwischerl und 0 sowie zwischen
1 und 2. Genauer ist? ~—0.9 undx? ~1.8.

b) x*=4x+4 —= f(x)=x*-4x—4=0
Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens:

. fa) _xﬁ,‘—4x—4
4
Xo=0, x1:0—_—4:—1,
1 7
— 1~ —_'— 0875
2 8 8

c) (Daf(x) fur x< 1 streng monoton fallend und fir> 1
streng monoton wachsend ist, muss ein Startwert gro-
Ber als 1 gewahlt werden.)

i—E%ml.857

B.xg=2 =2 — =
Z.b.Xp=¢, X1 28~ 7

xM ~—0.86198257 x(@ ~—1.83508668
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2. Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

sin 2 sin2x . arctark—Z arctarx . X-+Sinx
aII 7,bl ,C|Im72,d| 7ellm ,
) 0ex— ) 0 ex )m, 2 ) 1 ) V14+x2 4+ sirex
eX—1 1— cosx
Dlim e 9im oo
) fim —0In(1+4x) g)XHOXZ—l—SInZX
LOosung:
a)9 I'Hospital: lim —— Sin2 —I 2cosx _ 2
o OSPIEl Mex 1 T 3ex T 3
sinx O
| -~ =
o) I M e ~1 0
1
0, .. arctax—3 1o X2
C) o I'Hospital: X“ﬂlf _im 1T —)!l_}w T =
X X
__arctarx 5
d) )!m T ==
X
. X+sinx . X (1SN . 14 SInX 1
e) lim —2 i A5 i X -1

500 2 i T X —00
x=e /142 4 SiPx X ( X2+1+S|n2x) X X2+1+5|n2x 1

(Der Ausdruck hat die Formw /e, die 'Hospitalsche Regel ist aber nicht anwendbar, da sich
als Quotient der Ableitungen von Z&hler und Nenner dekfi o unbestimmt divergierende
1-+cosx

Ausdruck : eraibt.
= +2sinx cos gibt.)
. X_1 _ X

f) 9 I'Hospital: I|m 657 = lim i -5

)9 I'Hospital: Ilmlﬂ im sinx _ imﬂ— imcoisx_}
Vo P x—0X24+SiMX  x—02X+2SINXCOSX  x—02X+SiNX x—02+2cosX 4

3. Wie sind die Ausmalfie eines zylindrischen Metalltrinkbesteel wahlen, damit er ein Fas-
sungsvermogen von 400/rhat und zu seiner Herstellung moglichst wenig Material bigho
wird? Wie groR ist der Materialverbrauch pro Becher irfém

Losung:

400 800
V = mr?h = 0.4dn? = 400cn?, h= 5 0= 21 2mrh = mr? +=— — min,

<0 r< /4% monoton fallend
800
O=2mr——1< =0 r= % Minimum
r T

>0 r> % monoton wachsend

/ 2
minimaler Materialverbrauch bei= ﬁﬂ)mS.OScm he 200 _ ¢ 4007 _ /400 ,
T /408 8400 T
T

Materialverbrauch dab& = 3mr2~2386 cn?
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d x=
5 — und cos >

Hyperbolicus und Kosinus Hyperbolicus definiert.

a) Untersuchen Sie die beiden Funktionen auf Monotoniggixterte und Krimmungsver-
halten!

b) Entwickeln Sie die Funktiorii(x) =sinhx im Punktxy, = 0 nach der Taylorschen Formel!

c) Wie lauten die Taylorpolynome dritten und vierten Gra@igs, 0) und T4(x, 0) fur sinhx?

d) Geben Sie die jeweiligen Lagrangeschen Restglieder an!

e) Zeigen Sie mithilfe des Lagrangeschen Restgliedes, filiasx| <1 die Abschéatzung
|T4(x,0)—sinhx| <0.013 gilt!

f) Wie grol3 ist der Fehler bei Verwendung des Taylorpolynamesten Grades zur Berech-
nung von sinh 1 tatséachlich?

4. Durch die Beziehungen sixk= werden die Funktionen Sinus

LOosung:
_ax\/ —X coshx
) (sinho = (=27 ) = (€27 Zcosh iy
2 2
e+re X\ [e—eX _
/_ — f—
(coshx) _( > ) _< > )_smhx
T X : —eX 1
Offensichtlich gilt immer cosh= © >0, wahrend smlmzeX €
X
fur positivex positiv, firx=0 gleich 0 und fir negative negativ ist.
Fur f(x)=sinhx gilt somit:
f’(x)=coslk=0 — Uberall streng mon. wachsend, kein Extremwert
<0, x<0: konkav
f”(x)=sinhx=< =0, x=0 = Wendepunkt sinhx
>0, x>0: konvex
Fur g(x)=coshx gilt:
<0, x<0: monoton fallend
g (x)=sinhx=¢ =0, x=0 = Minimum bei cosh@=1
>0, x>0: monoton wachsend
g’(x)=coslxk=0 = Uberall konvex
b) f/((x)) =sinhx f/((O)) =0 NN ® 2kt
f'(x) =costx  f/(0) =1 f(X)=sinhXx=x+~+—=4+...= ) -
f(x) =sinhx £(0) =0 3! 5! kZO (2k+1)!
f"(x) = coshx f(0)=1 (Diese Reihe konvergiert fur allegegen sink, deshalb
usw. alternierend darf das Gleichheitszeichen gesetzt werden.)

3

¢) Wegenf(® (0)=0 gilt Ta(x,0)=Ta(x,0) :x+%.

(5)
f 5E€>X5: COShEx‘B, & zwischen 0 un&

(4) i
) Ro() = 1= ST 1 ()= o

4!
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i y inh
e) | Ta(x,0)—sinhx| =|—R4(x,0)| = |R4(x,0 )|_C(1’225|X| sinhx

& zwischen 0 und.

TG(X)

Wegen|x| <1 ist offensichtlich auclé| < 1. Da der Kosinus Hy- TaX)

perbolicus eine gerade Funktion ist undxi 0 monoton wéchst,
1

etz . -
= Mit |x| <1 erhé&lt man schlieRlich
et l ToX)
coshé
€ ~0.0129. 1
120 ¥ 240 s T
Die gegebene Abschatzung ist also tatséchlich richtig.

1

. e 1 7
f) sinh 1:%&.17520 Ta(x.0) =1+ 5 = -~ 1166667
Ta(x,0) —sinh 1~0.00853.

Der tatsachliche Fehler ist also deutlich kleiner. Er kanihdam
Restglied nicht besser abgeschétzt werden, da der tats#ehl
Zwischenwer€ nicht bekannt ist.

| Ta(X,0) —sinhx| =

5. Schatzen Sie ab, fur welche Winkglbei der ndherungsweisen Berechnung des Sinus durch

3 5

den Ausdrucke — 3 + _ die Fehlergrenze 1@ eingehalten wird! Interpretieren Sie dabei

den gegebenen Ausdruck als Taylorpolynom maoglichst hohrad€3!
Losung:

Die Sinusfunktion hat am Entwicklungspurgg =0 die Taylorentwicklung
3 5 7 o0 ‘ ¢2k+1

f(¢) =sing = ¢——+———i --:k;(—l) 2Kl

51 7!
(Diese Taylorentwicklung konvergiert fur alte gegen sigp, was aber fir die gestellte Aufgabe
nicht benétigt wird.)

Da wegenf (6) (0)=—sin0=0 der Term mit der sechsten Potenz verschwindet, kann debgeg
3 45

Ausdruck als Taylorpolynom sechsten Grade$,0) = ¢——+§ verstanden werden.

Der Approximationsfehler bestimmt sich mit dem LagrangescRestglied dann zu

7 J—
L2

5040

¢’, @ zwischen 0 und.

Wegen|cosg| <1 gilt |Rs(¢,0)| < ———
L1k

nicht gréRer als 10°, wenn 04

Der FehlelRs(¢,0) ist also mit Sicherheit betragsmaRig

0<10*6 d.h.|¢|"<0.00504 |¢|<0.4697~26.91° gilt.

(Tatséchlich gilt z.B. sin @697=0.4526187945T(0.4697,0) =0.4526197921
Rs(0.4697,0) = sin 0.4697—T¢(0.4697,0)=—9.976-10 "))



