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Fakultat fur Mathematik

Hobhere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 1: Funktionen, Interpolation, Ableitung

Letzter Abgabetermin: 27. April 2010
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,H6here Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 1*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Riickbe erfolgen soll!

1. Berechnen Sie arccptV/3) !

2. Losen Sie die Gleichun%L lg(x—3) +Igg =1-Ilgvx+3!

/x—1 eine reelle Funktion einer reellen Variablen.

VX—=2

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich die Funktfgr), zeigen Sie, dass sie eine Um-
kehrfunktion besitzt und ermitteln Sie diese Umkehrfuoiktund ihren Definitions- und
Wertebereich!

b) Untersuchen Sie die Funktidrix) und ihre Umkehrfunktion ohne Verwendung von Mit-
teln der Differenzialrechnung auf Monotonie!

4. Seif (x) =4x%>—4x-+4 undg(x) =x—2. Ermitteln Sie die Funktioneff o g)(x) und(go f)(x)
sowie die Definitions- und Wertebereiche vbyg, f ogundgo f !

3. Sei f(x)=

5. Die GrofReny; hangen nach nebenstehender Tabelle xon X || Y1 |Y2| Y3 |VYa| ¥5
ab. Nehmen Sie in den 5 Fallen die Lagrange-Interpolationl || 1| O 0} 0| O
vor! Skizzieren Sie die ermittelten Interpolationspolyme o 1| 2] 2| 2| 2
Um was fiir Kurven handelt es sich? Welche Naherungswer-1|| 1| 4| 6| 6| 12
te wirden sich fug; (—0.5) ergeben? Kommentieren Sie die 2| 1| 6|12|18|126

Ergebnisse!

6. Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funé&tion

X243

a) f(x) = (& 344x+5)°, b) f (x) = (sifx+1)(Inx+2), 0) f(x) =t
d) f(x)=InvVx3eX*Inx!
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Aufgabenkomplex 1: Funktionen, Interpolation, Ableitung
Letzter Abgabetermin: 27. April 2010

1. Berechnen Sie arccpt/3) !
LOosung:
DB(arcco) =R, WB(arcco) = (0, ) (eine Periode des Kotangens)

COsX 1 1
CotX=— = — =—/3 < tanx=——
sinx  tanx V3

Dies ware flx= ~5 erfillt. Allerdings liegt dieser Wert nicht im Werteberkides Arkuskotan-
gens. Um in diesen zu gelangen, muss eine Periodenlangeotiasgens addiert werden, so dass

sich arccot—v/3) = %n ergibt.

. . 1

2. Losen Sie die Glelchun% lg(x—3) +Igg =1-Ilgvx+3!
Losung:

1 5

EIg(x—3) +Ig§ =1-Ilgvx+3
Ig\/x+3+lg\/x—3+lgg =1

Igg\/xz—Q: 1
g\/xz—gz 10

VX2—-9=14
x>—9 =16
X2 =25
x =45, x=-5 scheidet aus, da(g8) und Ig(—2) nicht definiert
X=5
vax—1

3. Sei f(x)= eine reelle Funktion einer reellen Variablen.

VX—=2

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich die Funktfgr), zeigen Sie, dass sie eine Um-
kehrfunktion besitzt und ermitteln Sie diese Umkehrfuoktund ihren Definitions- und
Wertebereich!

b) Untersuchen Sie die Funktidrix) und ihre Umkehrfunktion ohne Verwendung von Mit-

teln der Differenzialrechnung auf Monotonie!
LOsung:

a) Damit beide Wurzeln existieren, missen beide Radikanmétnegativ sein. Das ist fie>2
erfullt. Da der Nenner genau dann gleich O ist, wer2 gilt, ergibt sich DBf)=(2,).

, : v2x—1 . L

Die Gleichung y= % soll nun nachx aufgeldst werden. Da die rechte Seite nicht

negativ werden kann, mugs> 0 sein.
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Fury>0 gilt y= 2XX_21 — yzzz)z(__zl (x—2)y*=2x—1. (Auch die letzte

. : . . 1
Gleichung ist fix—2=0 nicht erftllt, denn sonst ware auch-21=0 und damitx=2= 5.)
2y°—1
y2-2-
(Auch die vorletzte Gleichung ist fiy?—2=0 nicht erfiillt, denn sonst wére aucif2-1=0

. 1
und damlty2:2:§.)

Weiter ist (x—2)y?=2x—1 <= xy?—2y?=2x-1 <= X(y?*—2)=2y*~1 <= x=

Wegen DR f) = (2,00) muss hierbek > 2 gelten. Day nichtnegativ und wegey? —2+#0
ungleichy/2 sein muss, miissen die Fall&§ < /2 undy> /2 unterschieden werden:

2
-1 .
0<y<v2: y*-2<0, x:%>2 — 2y°—1<2y*—4 < —1<—4, Widerspruch.
Diesey sind also nicht moéglich, denn fur sie gilt nickit> 2.
2y°—1

>2 = 2°—1>2°—4 <= —1>—4, immer effillt.

. 2 —
y>v2: y2—2>0, x= =2

Fur diesey ergibt sich immer eix> 2.
: . . o2yl :
Zu jedemy > /2 lasst sich also eindeutig= % >2 errechnen, d.h., derselbe Funkti-
onswerty = f(x) kann nicht zu verschiedenen Argumenten gehdren, die 2 definierte

Funktion f (x) ist eineindeutig und besitzt damit eine Umkehrfunktion.

2_
Formales Vertauschen der Variablen filhrt guf*(x) = ZX); 21
mit DB(f~1) = (v/2,00) = WB(f) und WB(f~1) = (2,00) = DB(f).
y
« (Bei den in der Abbildung
> f-1(x) schwach gezeichneten Kurven
V2 ———————t(x) handelt es sich um die Fortset-
I zung von g(x) = X1 auger-

22 X X2
halb des Definitionsbereichs von
f~1(x), also um keinen Bestand-

teil der Umkehrfunktion.)

b) Da die Funktionswerte= f (x) positiv sind undk—2> 0 ist, gilt

2x1—1 20—1 21—1 2x—1

V2x1 <\/ X2 — X1 < X2

VX1—2 VXo—2 X1—2 Xo—2

= (2-1)(xx—2) < (2%2—1)(x1—2)

<= XX —AX1 —Xo+2< 2XoX1 —AXo—X1+2 <= o< 3X] <= X1>Xo.

yi<yz <

Da es sich durchgehend um aquivalente Umformungen harsiledt,sowohlf (x) als auch
f~1(x) streng monoton fallend.
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4. Sei f (x) =4x%—4x-+4 undg(x) =x—2. Ermitteln Sie die Funktioneff o g)(x) und(go f)(x)
sowie die Definitions- und Wertebereiche vbyg, f ogundgo f !

Losung:
(fog)(x) = f(g(X)) = 4(x—2)> — 4(x—2) + 4 = 42— 16x+16—4x+8+4 = 4x°— 20+ 28
(gof)(X) = g(f(X)) = (4% —4x+4) — 2 = 4x°—4x+2,

2 2
f(X) = 4% —4x+4 = 4(x°—x+1) :4(( —%) —%+1> :4(x—%) +3,

DB(f) =R, WB(f) = [3,)
g(x) =x—2: DB(g)=WB(g) =R

2 2
(fog)(x) :4x2_20x—|—28:4(x_g) _25+28=4<X—g) L3

R R [3, )
g f

2 2
(9o f)(X) = 4P —4x+2= 4(x—%) —1+4+2= 4(x—%) +1,
DB(gof) =R, WB(gof) = [1,)

R—m [3,00) S [1’00)

g
3-2=1
5. Die GrofReny; hangen nach nebenstehender Tabelle xon X || Y1 |Y2| Y3 |VYa| ¥5
ab. Nehmen Sie in den 5 Féllen die Lagrange-Interpolationl || 1| 0| 0| O O
vor! Skizzieren Sie die ermittelten Interpolationspolyme o 1| 2] 2| 2| 2
Um was fiir Kurven handelt es sich? Welche Naherungswer-1|| 1| 4| 6| 6| 12
te wirden sich fug;(—0.5) ergeben? Kommentieren Sie die 2| 1| 6|12| 18| 126
Ergebnisse!
Losung:
X(X—1)(x—2 X+1)(x—1)(x—2 X+1)X(x—2 X+1)x(x—1
Py(X) =y(—1) x=1)(x=2) (x+1)(x=1)(x=2) (X+Dx(x—2) (x+Dx(x-1)

2 YO 1y YWrarn Y@ a2

= —3/(;61) (x*—3x%+2x) + &;)(xe'— 2C—x+2) — &21) (X—x?—2x) + &62) (C-x)

zuyy: P{Y(x)= —%(x3—3x2+2x) + %(x3— 2C—x+2) — %(x3—x2— 2X) + :—é(x?’— x) =1
z2uyy: P (X) = (0C— 2—x+2) — 2(x3—x2—2X) + (33— X) = 2x+2

zuys: P (x) = (38— 22— x+2) — 3(x3—x2—2x) + 2(x3— X) = X2+ 3x+2

zuys: PLY (%) = (08— 22— x+2) — 3(33—32—2x) + 3(x3— X) = X342+ 2x+2

ZUys: PSES) (X) = (33— 2¢%—x+2) — 6(XC—x2—2X) +21(x>— X) = 163 +4x2—10x+2
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1)

Ps(l): Konstante, P3( (-0.5)=1
Ps(z): Gerade, P3(2 (-0.5)=1
P\¥: Parabel, P¥(~0.5)=0.75
P{": kubische FunktionP{" (—0.5)=1.125
P{%: kubische FunktionP{” (—0.5)=6

Im Fall P3(5) (x) oszilliert die kubische Funk-
tion, so dass die kubische Interpolation
zur Bestimmung eines Naherungswertes fur
y5(—0.5) vermutlich ungeeignet ist.

(Ob der konkave Verlauf der kubischen

Funktion P3(4) (x) zwischen den Stitzstellen
—1 und O fur eine Naherungsrechnung sinn-
voll ist, sei dahingestellt.)

6. Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen

a)f(x)=(92><+3+4x+5)6, b) f(x) = (sirPx+1)(Inx+2), c) f(x)= Xzﬁ’
d) f(x)=InvVx3eXInx!
Losung:

a) f/(x) = 6(e2*+3+4x+5)° (28¥+3+4)

inPx+1
b) f/(x) = 2 sinxcosx(Inx+2) + ST
X2 2 2 X2
0 f,(X>:eX2—ﬁ.2x(x +1)—(x2+3)2x:_ 4x Zexz—ﬁ
(X2+1) (X2+1)

d) f(x)=Invx3eX*Inx= % In(x3e® Inx) = %(Inx3+ln e®+Inlnx) = g Inx+x+% Ininx,

3 1
f'ix)= —+1
(%) = 2xJr +2x|nx




