Technische Universitat Chemnitz 20. Dezember 2011
Fakultat fir Mathematik

Hohere Mathematik 1.1

Aufgabenkomplex 5: Inverse Matrix, Determinanten, Analytische Geometrie

Letzter Abgabetermin: 23. Januar 2012
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,Hohere Mathematik I.1, Auf gabenkomplex 5*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Rickbe erfolgen soll!
Alle Aufgaben sind ohne elektronische Hilfsmittel zu |6seh

a 2 3 1
. L 0 1 2
1. Seiema undb beliebige reelle Parameter. Berechnen ie 0 5 l!
0 b 1 -1
Fur welche Parameterwerte verschwindet die Determinante?

1 0 1
2.SeiA=|[2 1 3
3 1 a

a) Berechnen Sie dgt) undA~1 in Abhéngigkeit vom Parameter!
b) Losen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von a) dasdi@eichungssystem

X 4+ z= 2
2X+y+3z= 7|
3X+y+5z=12

11 1\ /2 a4 -2

3. Berechnen Siel 2 2 4 1 -6 7 I
2 11 1 0 2

4. Betrachtet werden die Dreieck@&C mit den Eckpunkte\(1,0,—1), B(2,2,1), C(4,—2,5)

undDEF mit den Eckpunkte®(4,4,11), E(5,6,13) undF(7,2,17).

a) Zeigen Sie, dass die Dreiecke durch Parallelverschgehuseinander hervorgehen!

b) Bestimmen Sie die Gleichungen der beiden Ebenen, in déiecDreiecke liegen, in pa-
rameterfreier Form!

c) Bestimmen Sie den Flacheninhalt der Dreiecke!

d) Die beiden Dreiecke seien Grund- und Deckflache einemBssBestimmen Sie dessen
Seitenléangen, Hohe und Volumen!

T

1 2 -5 1
5. a) Zeigen Sie, dass die GeradgnX=| 2 | +s| 1 | undgz:X=| 13 | +s| 0 | zuein-
0 2 16 4

ander windschief sind!

b) Ermitteln Sie die Richtung ihres gemeinsamen Lotes!

c) Geben Sie die Gleichung der Ebene an, die die Gagaded das gemeinsame Lot enthalt!

d) Wo schneidet diese Ebene die Gergge

e) Wo beginnt das Lot auf der Geradgn?

f) Welchen Abstand haben die windschiefen Geraden vondar&n

g) Ermitteln Sie zwei zueinander parallele Ebenen, von delreeine die Geradg, und die
andere die Geradg enthalt! Welchen Abstand haben diese Ebenen voneinander?
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Aufgabenkomplex 5: Inverse Matrix, Determinanten, Analytische Geometrie
Letzter Abgabetermin: 23. Januar 2012

a
1. Seiena undb beliebige reelle Parameter. Berechnen |e

0
Fur welche Parameterwerte verschwindet die Determinante?

ToOoN
P NP
PN

LOosung:
Zweckmafig Entwicklung nach 2. Spalte:
: g ?L ; 1 1 2 la31
=-2/1 2 1/+b|1 1 2|=-2(—2+2-1+1)+b(a+6+2—-1-3—-4a)
1 0 2 1
0 b 1 -1 0O 1 -1 121 =b(4—3a)

. 4 .
b(4—3a) =0 gilt, wennb=0 odera= 3 ist.

1 0 1
2.SeiA=|2 1 3
3 1 a

a) Berechnen Sie dgt) undA~1 in Abh&ngigkeit vom Parameter!
b) Losen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von a) dasdi@eichungssystem

X 4+ z= 2
2X+y+3z= 7 !
X+y+52=12
Losung:
1 0 1
a) detA)=(2 1 3/ =at+2-3-3=a-4
3 1 a
1 0 1 1 0 0
2 1 3 0 1 0
3 1 a 0 0 1
1 0 1 1 0 0
O 1 1 -2 1 0
0O 1 a-3| -3 0 1
1 0 1 1 0 0
O 1 1 -2 1 0
0O 0a4| -1 -1 1
1 0 1 1 0 0
o 1 1 -2 1 0
0 0 1| 7% 74 a3
1 0 o & L
1 —2a+9 a3 -1 a—3 1 -1
8 0 2 a0 o Alzaé4 9-2a a—3 —1
a—4 a—4 a—4 -1 -1 1

Im Fallea=4 ist die MatrixA nicht invertierbar.
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b) Mit a=5 ergibt sich aus dem Ergebnis von a)

X 2 1 -1 2 -1
z -1 -1 1 12 3

also istx=—1,y=0 undz=3.

-1

111 2 4 -2
3. Berechnen Sie| 2 2 4 1 -6 7 !
2 11 1 0 2
LOosung:
111
Inversionvon| 2 2 4|:
2 11
1 1 1] 1 0 O 1 1 1 1 0 O 1 0 0 -1 0 1
2 2 4 0 1 O O 1 1 2 0 -1 0O 1 0 3-1/2 -1
2 1 1 0 0 1 0O 0 1-1 1/2 O O 0 1 -1 1/2 O
1 1 1] 1 0 O 1 1 0 2-1/2 0
0O 0 2/1-2 1 O 0 1 0 3-1/2 -1
0-1-1|-2 0 1 0O 0 1-1 1/2 O
-1 0 1 2 11 -4 6 1
3—%—1 4 -6 0|l=( 6 -1 1
-1 3 0 -2 7 2 0 4 -1
oder:

Die gesuchte MatrixX = A~'B" kann durch Lésung des GleichungssysteiXs= B™ ermittelt
werden:

el S

ol —
0
1

O O
Or o
oo b
|

R o

P NP NP
|

OO pRroor

O R OoOPRFrR

OO DNOODN
|

NEL o> O
|

P = NP O

O ok

OO FLNDNEEF
P OREFENR

4. Betrachtet werden die Dreieckd3C mit den Eckpunkted\(1,0,—1), B(2,2,1), C(4,—2,5)

undDEF mit den Eckpunkted(4,4,11), E(5,6,13) undF(7,2,17).

a) Zeigen Sie, dass die Dreiecke durch Parallelverschgghuseinander hervorgehen!

b) Bestimmen Sie die Gleichungen der beiden Ebenen, in ddiecbreiecke liegen, in pa-
rameterfreier Form!

c) Bestimmen Sie den Flacheninhalt der Dreiecke!

d) Die beiden Dreiecke seien Grund- und Deckflache einemBssBestimmen Sie dessen
Seitenléangen, Hohe und Volumen!
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LOosung:

a)ﬁﬁc?( 3).
12

Also geht das DreiecREF aus dem DreiecRBC durch Parallelverschiebung hervor, so dass
die Dreiecke kongruent sind und parallel zueinander liegen

oder A@:ﬁ: (;) @zlﬁz (i) (ﬁ:ﬁ: (3)
2 4 —6

Da die Dreiecksseiten durch parallele Vektoren beschnieterden, sind die Dreiecke kon-
gruent und liegen parallel zueinander.

b) fi— AB x AC — G)x
2

3
2
6
2
ABC liegtin der Ebene| O
1
2
0
1

DEF liegtin der Ebene( )

o Flcho- & 8 < ] - H (15)

|_4

d) Die Seitenldngen der Grund- und der Deckflache s%uﬁ” = H?H =

—rz|| () | H@H—H‘ﬁ—( )

B?HC‘TE( ) |

3 2
Die Hohe des Prismas ist die Lange der Projektion des Seik(ms( 4) aufi= ( O) ,
12 -1

=3,

g

' =7, die der Verbindungsstrecken

also

(

2
0
-1

2
0
1

202
(54

g

Man kann die H6he auch durch Fallen des Lotes von einem Penkdeckflache, z.B. von
D(4,4,11) auf die Eben&—2z=3, in der die Grundflache liegt, bestimmen. Die Geradenglei-
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4 2
chung dieses Lotes lautét ( 4) +t ( O) , Einsetzen in die Ebenengleichung ergibt fur

11 -1
den LotfuBpunkt 24+4-2t)—(11-t)=3, d.h. 5=6 t—E3 so dass| - (2) —9\/5—i
P = GnA=o =g 5\ /|75 V5
die Lange des Lotes und damit die Hohe ist.
Das Volumen des Prismas ergibt sich dann aus Grundftaetigne zu 4/5- % = 24.

Man kann das Volumen des Prismas auch als das halbe Volunserodalen Vektorem@,
undﬁ aufgespannten Spates berechnen:

1 3 3

1 1 1
V=3112 -2 4| =7[-24+24+36+12-72-24 = 5|48 = 24.
2 6 12
1 2 -5 1
5. a) Zeigen Sie, dass die Geradgn X=| 2 | +s| 1 | undgz:X=| 13 | +s| O | zuein-
0 2 16 4

ander windschief sind!

b) Ermitteln Sie die Richtung ihres gemeinsamen Lotes!

c) Geben Sie die Gleichung der Ebene an, die die Gegaded das gemeinsame Lot enthalt!

d) Wo schneidet diese Ebene die Gergg@

e) Wo beginnt das Lot auf der Geradgn?

f) Welchen Abstand haben die windschiefen Geraden vondara&n

g) Ermitteln Sie zwei zueinander parallele Ebenen, von delreeine die Geradg, und die
andere die Geradg enthalt! Welchen Abstand haben diese Ebenen voneinander?

Losung:
a) windschief: weder parallel noch Schnitt
Die Geraden sind offensichtlich nicht parallel. Wir sucldem evtl. Schnittpunkt:

1 2 -5 1
21+sl11)=1] 13|+t O
0 2 16 4
1+2s= -5+t

2+ s=13 — s=11 3
2s=16+4t —> 22=16+4t, t= >
. o 3 7
Fir diese Parameterwerte ergibt sichyal omponenete 4+ 2-11=23# -5+ 5= "3
Das ist ein Widerspruch, also liegt kein Schnittpunkt vor.

oder: 2\ /1 5\ /1\ /-6 2 1 -6
Volumendes Spatesays1l |, | O Jund| 13|—| 2 |=( 11| ist| |1 O 11| |=

2) 4 16) O) 16) 2 4 16
|22—24—88— 16| # 0, also windschief.

b) Das gemeinsame Lot steht auf beiden Geraden senkreici#,Riehtung ist also

2 1 i Jk 4
1|x|0]=|21 2|=|-6
2 4 10 4 —1
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1 2 4
C)X=(2]+s|1|+t]|-6
0 2 -1

2 4 i 7 k 11
1|x|-6|=[2 1 2|=( 10
2 -1 4 -6 -1 -16

11 x—1
10) y—2 | =0, 11x+10y—16z=11-1+10-2—16-0, 11x+10y—16z=31
-16 z—0

16
11(—5+5)+10-13—16(16+4s) =31, —55+130-256+11s—64s=31, —212=53s, s=—4,

-5 1
d) SchnittvonX = (13) +s(0) und 1+ 10y — 16z = 31:
4

-5 1 -9
d.h. Schnittin| 13| —-41 0| =1{ 13].
16 4 0

e) Zur Ebene 14+ 10y— 16z= 31 gehoren die Geradg und das gemeinsame Lot einschliel3-
lich des Lotful3punktes aig>. Gesucht ist also der innerhalb dieser Ebene liegende tBchni

1 2 -9 4
vonX=\|2)]+s|1)] undX=| 13| +s| -6 |:
0 2 0 -1

1+2s=-9+4t
2+ s=13-6t — 24s=13+12s —11s=11 s=-1 t=2
2s= —t = t=-25

Fir die aus der 2. und 3. Zeile ermittelten Paramsterdt ist auch die 1. Zeile erfullt: +
2(—1) = —1= —9+4-2, der Schnittpunkt des gemeinsamen Lotes mit der Geyadésomit

1 2 -1
21-11] = 1].
0 2 2
-1 -9 4
f) Der Abstand ist die LAnge des gemeinsamen Lotes, dlgo 1 | — [ 13 ||| =12 —6
0 -1

_2,/53. —2

4
g) Der (gleiche) Stellungsvektor der Ebenen musgi;zundg, orthogonal sein, ist aIs{G) .

4\ [x-1 -1
Ebene, dig; enthélt: | —6 y—2]1=0, 4x—6y—z=-8,

-1 z—0

-1 z—16
Der Abstand dieser Ebenen ist gleich dem Abstandgiomdg,, also 3/53.

4 X+ 5
Ebene, digp, enthélt: [ —6 y—13| =0, 4x—6y—z=-114.



