Technische Universitat Chemnitz 15. November 2011
Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.1

Aufgabenkomplex 3: Vektoren und Matrizen

Letzter Abgabetermin: 8. Dezember 2011
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,H6here Mathematik I.1, Auf gabenkomplex 3*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Riickbe erfolgen soll!

Alle Aufgaben sind ohne elektronische Hilfsmittel zu I6seh

2 3 0
1. Bestimmen Sie eine BasisderMengex | 4 | +3 514+y|l 2|, a,B,yeR ;.Was
3 -1 11
stellt die Menge geometrisch dar?
3 123 —3-12/3
2. Berechnen Sie die Langen der Vektorer-4 |, | —3v/3 | und 4+ 3v/3 | und die
12 — 43 —12+ 43
Winkel zwischen diesen Vektoren! Was stellen Sie fest?
—6 1
3. Zerlegen Sie den Vektar= 5 | in seine Komponente in Richtung des Vektérs | 2
8 3

und die dazu orthogonale Komponente!

4. Fur Vektorerk,yeR" gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichufig y| < ||X|| [|Y]|-
a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen dieser Unglejaimd dem Wertebereich des
Kosinus? Wann ist die Ungleichung mit dem Gleichheitszemcérfillt?
b) Erlautern Sie die Ungleichung anhand der maximal moghchrbeit, die eine Kraft vom
BetragF in Abhangigkeit von ihrer Wirkungsrichtung in eine vorgbgae Richtungs
verrichten kann!

5. In einer Firma werden aus AusgangsstoffenA, und Az Zwischenprodukte;, Z, undZ3
und aus den Ausgangs- und Zwischenprodukten EndprodtiktE, und Ez gefertigt. Im
Einzelnen werden fur eine Einhedi 5 EinheitenAs, 2 EinheitenAy; und 1 EinheitAs, fir
eine EinheitZ, 6 EinheitenA; und 2 EinheiterAz sowie fur eine Einhei¥Zz 4 EinheitenA;
und je 2 Einheiter\, und Az bendtigt, wahrend flr ein Stlidk; 5 EinheitenA;, 2 Einheiten
Z1, 3 EinheitenZ, und 1 EinheitZg, flr ein StlickE, 3 EinheitenZ; und 2 EinheiterZ, und
fur ein StlckEs je eine EinheitZ;, Z, undZ3 bendtigt werden.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fur den Zusammenhang usgakgsstoffen und Zwi-
schenprodukten, flir den Zusammenhang von Zwischen- undr&ddkten sowie fur den
Zusammenhang von Ausgangsstoffen und Endprodukten an!

b) Ein Kunde bestellt 10 StlcE;, 20 StickE, und 30 StlckEs sowie 20 Einheiter¥;.
Welche Mengen an Ausgangsstoffen werden benotigt?

b.w.



Hdéhere Mathematik 1.1 — Aufgabenkomplex 3 — 15. Novemberl201

6. Berechnen Sie die Produkte

1 4 6 5 2 1

7-1 3 6 2

a)(1-1 1-1 1) 1111|842 17
3 5 6 0 4

0-7-1 2 3

und

b)(1-1 1-1 1

abhwN R
CORRR

2
3
4
5
4 6 5
(11100) —;_}1—:23
00011_56
7 1

sofern diese existieren!

Pk, OOO
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Aufgabenkomplex 3: Vektoren und Matrizen

Letzter Abgabetermin: 8. Dezember 2011

2 3 0
1. Bestimmen Sie eine Basis der Mengex (4) +B ( 5) +y( 2) , a,B,ye R}.Was
1

3 -1 1
stellt die Menge geometrisch dar?

Losung:

Wahltmana=1,=y=0bzw.f=1,a=y=0 odery=1,a =B =1, so sieht man, dass die drei

2 3 0
Vektoren (4) ( 5) und < 2) zu der Menge gehéren. Wir untersuchen zunachst, ob diese

3 1 11 2 3 0 0
drei Vektoren linear unabhéngig sind. Sei hierkyl 4 | +A2( 5|+A31 2]=|0]|, d.h.
3 -1 11 0
2201+ 3A; =0 —= )\zz—g/\l
10 2 1
A0 1 + BAr+ 2A3=0 — 2A3=—4A1—5A, = —4/\1—}-3)\1: —é/\l, A3 = —:—3)\1
2 11
3A1— A2+11A3=0 3/\1—)\2+11/\3:3/\1+§)\1—§/\1:0, erflllt fir alle A,

2 3 0 0
Fir (z.B.)A1=3gilt 3 <4> —2( 5) - < 2) = (O) die drei Vektoren sind nicht linear
unabhéngig. 3 -1 11 0

0 2 3
Wegen( 2) :3<4> —2< 5) gilt
11 3 -1
2 3 0 2 3
a(4)+ﬁ< 5)+y< 2):<a+3y>(4)+<p_2y>( 5).
3 -1 11 3 -1

2
Jeder Vektor der gegebenen Menge ist also als Linearkotndyinder beiden Vektore<4> und
3

3
( 5) darstellbar, diese beiden Vektoren sind offensichtlicedir unabhangig (Sonst miisste
-1

2 3
namlich einer Vielfaches des anderen sein.). Somit ist.Xz{E<4> , < 5) } eine Basis des
3 -1

Unterraumes und die Dimension des Unterraumes ist 2. (Bs ggrauso moglich, zwei andere
der drei gegebenen Vektoren als Basisvektoren auszuwatkdie Basis aus anderen Linear-
kombinationen der gegebenen Vektoren zu konstruieren.)

Mit A =a+3y und u=p—-2y handelt es sich um die Menge aller Vektoren

(- @G

also um eine Ebene, die den Koordinatenursprung enthalt.
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3 12V/3 —-3-12V3
2. Berechnen Sie die Langen der Vektorgn-4 |, [ —3v/3 | und 4+ 3v/3 | und die

12 —4/3 12+ 4/3
Winkel zwischen diesen Vektoren! Was stellen Sie fest?

Losung:

3
& = (4) = 9+ 16+ 144= /169= 13,
12

12V/3
(3\@) =/3-y/144+9+16= 133,
—4/3

—3— 12\/§)

b|| =

—/94+72,/3+1443+16+24\/3+9-3+-144-96\/3+16.3 =+/1694
=132=26

lel=|| 4+ 3v3
—12+ 43

3\ /12/3
12/ \-43

(& b) =arccos =arccos0=90" (Skalarprodukt 0<=- orthogonal),

3 12/3
12 —4/3
12/3 —3-12/3
(3\/§ ( 4t 3\/§)
. o \-4v3) \-12+ 43/ ~169V3 V3)
<4 (b,C) = arccos 12773 3 123 _arccoslg\fﬂ3 _arccos<—7> =150,
~4v/3 —124+ 43
-3-123 3
( 4+ 33 4)
J(C,d) = arccos :;Eizf/\f 123 = arccos&i—ﬁ = arccos(—%) =120
—12+ 4V/3 12

Offensichtlich gilta+b-+&=0. Also bilden die drei gegebenen Vektoren ein Dreieck. Esdst
rechtwinklig. Die berechneten Winkel sind seine AuRenwlnkire Summe ist 360
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-6 1
3. Zerlegen Sie den Vektar= ( 5) in seine Komponente in Richtung des Vektars (2)
8 3

und die dazu orthogonale Komponente!
LOosung:

Die Komponente voiv in Richtunga ist ta mit noch zu bestimmendem ParameteDie dazu
orthogonale Komponente sei nbtbezeichnet. Dann giltv=ta+b und b-a=0. Skalare

o . . - - . v
Multiplikation mit d ergibt V-8 = (td+b)-d=td-d+b-d=td-d und folglich t = 5—2

—6 1
5112
. s/ \3) 28 | 2 B, -8
Konkreterhaltmart:ﬁ:ﬂzz und damittd=| 4 | und b=v—-ta=| 1].
21-12
3 3
—6 2 -8
Die gesuchte Zerlegung lautetalJo 5| = | 4 | + 1].
8 6 2

4. Fur Vektorerx,y e R" gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichuifi y| < ||X]| ||Y]]-

a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen dieser Unglejaimd dem Wertebereich des
Kosinus? Wann ist die Ungleichung mit dem Gleichheitszemcérfillt?

b) Erlautern Sie die Ungleichung anhand der maximal moghchrbeit, die eine Kraft vom
BetragF in Abhangigkeit von ihrer Wirkungsrichtung in eine vorgbgae Richtungs
verrichten kann!

LOosung:
a) WegenqbzarccosW ist cosp = HX_X]/| i Die Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist
(fur X, ¥+ 0) somit gleichbedeutend zlcosp| = X-y] <1, d.h.zu—-1<cosp <1.

%1191

IX-y|=||X|| ||y|]| ist dabei &quivalent zicosg|=1 und damit zup =0 oderr. Das ist dann
der Fall, wenX undy gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind. Die Cauchy&wzsche
Ungleichung ist somit genau dann mit dem Gleichheitszeicmillt, wenn die Vektoren
Vielfache voneinander sind.

b) Fir die Arbeit giltW=F -§ Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichutig-§/ <||F || ||S|| besagt
dann, dass fiir konstanten Betrg= ||F || die Arbeit betragsmaRig am gréRten wird, wenn
sie in oder entgegengesetzt zur vorgegebenen Riclstwingt. Die maximal mdgliche Arbeit
wird dann verrichtet, wenR unds gleich gerichtet sind, in diesem Falle gilv = ||F || |3
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5. In einer Firma werden aus Ausgangsstoffen A, und Az Zwischenprodukt&s, Z, und Zs
und aus den Ausgangs- und Zwischenprodukten EndprodtiktE, und Ez gefertigt. Im
Einzelnen werden fur eine Einhed 5 EinheitenA, 2 EinheitenA; und 1 EinheitAgz, flr
eine EinheitZ, 6 EinheitenA; und 2 EinheiterAz sowie flr eine EinheiZs 4 EinheitenA;
und je 2 Einheiter®, und Az bendtigt, wahrend fur ein Stidk; 5 EinheitenAq, 2 Einheiten
Z1, 3 EinheitenZ, und 1 EinheitZs, fir ein StickE, 3 EinheitenZ; und 2 Einheiter?, und
fur ein StlckEs je eine EinheitZs, Z, undZ3 bendtigt werden.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fir den Zusammenhang usgakgsstoffen und Zwi-
schenprodukten, fir den Zusammenhang von Zwischen- unpr&ddkten sowie fur den
Zusammenhang von Ausgangsstoffen und Endprodukten an!

b) Ein Kunde bestellt 10 Stiick;, 20 StuckE, und 30 StickEs sowie 20 Einheiterz;.
Welche Mengen an Ausgangsstoffen werden ben6tigt?

LOosung:

a) Ausgangsstoffe — Zwischenprodukte Zwischenprodukte — Endprodukte

lieZy jeZr jeZs |jeE1 jeEz jeEs
Ar| 5 6 4 Z; 2 3 1
Al 2 0 2 Z; 3 2 1
Az 1 2 2 Z3 1
5 6 4 2 3 1
A= 2 0 2 3 21
1 2 2 101

Ausgangsstoffe — Endprodukte
direkt: Uber Zwischenprodukte:

‘ je E1 je E> je Ej

ALl 5 0 0 56 4\ /2 31 32 27 1
AZO 0 0 AB=(2 0 2 3 21|=| 6 6 4],
As 0 12 2 101 10 7 5
5 0 0 37 27 1
00 O) insgesamtalsd =AB+C=| 6 6 4
000 10 7 5
10 20 37 27 1 10 56 4 20
b)D|20|+A| O)]=]| 6 6 4 20|+1 2 0 2 0
30 0 10 7 5/ \30 12 2 0
1360 100 1460
= 300)+| 40| = 340
390 20 410

Es werden 1460 Einheitefy, 340 EinheiterA, und 410 Einheiter\s bendtigt.
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6. Berechnen Sie die Produkte

1 4 6 5 2 1 1 0
2 7-1 3 6 2 1 0 5 4
al-1 1-1 113|121 1111318 4-2 1-7 10 (_1 1)
4 -3 5 6 0 4 0 1
5 0-7-1 2 3 0 1
und
1 4 6 5 2 1 10
2 7-1 3 6 2 10
b)y(1-1 1-1 1)|3 (é (1) (1) Cl) 2) -8 4-2 17 10 <_i i)
4 -3 5 6 0 4 0 1
5 0-7-1 2 3 0 1
sofern diese existieren!
Losung:
1 4 6 5 2 1 10
2 7-1 3 6 2 10 5 4
al-1 1-12 13|11 111138 4-—=2 17 10 <_1 1):
4 -3 5 6 0 4 0 1
5 0-7-1 2 3 0 1
2 4
2 4
(3) (O 7 11 11 3 2 4 =
-1 1
-1 1
(3) (22 86) =

(66 258

b) Das Produkt existiert nicht, da die Typen der 2. Matrix {§ und der 3. Matrix (25) unver-
traglich sind.



