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Die Vorlesung Mathematik fiir Wirtschaftsinformatiker und -ingenieure wurde von
Prof. Schneider an der Technischen Universitat Chemnitz als dreisemestriger Kurs be-
ginnend mit dem Wintersemester 1996/97, 1997/98, 1998 /99 und 1999/2000 gehalten.
Der Teil Mathematik IIT wurde zusétzlich auch im Wintersemester 2001 /02 fiir Studie-
rende des Wirtschaftsingenieurwesens gelesen. Als Beispiel fiir den Vorlesungsablauf
ist der des mit dem Wintersemester 1999/2000 begonnenen Zyklus im Kapitel 21
angegeben. Bei den Ubungen wurden jeweils Aufgabenblitter fiir die Gruppeniibun-
gen als auch zur individuellen Bearbeitung durch die Studierenden als Hausiibungen
ausgegeben. Fiir letztere wurden dann spéter die Losungen verdffentlicht.

Das Vorlesungsskript wurde unter Mitarbeit von Helmut Harbrecht und Michael Ko-
nik erstellt. Die vorliegenden Skriptteile unterschiedlichen Bearbeitungsstandes wur-
den 2002 von Tino Eibner und Rolf Haftmann zu einem Gesamtmanuskript zusam-
mengestellt. Dabei wurden einige Passagen {iberarbeitet, neu gefasst bzw. erginzt
sowie ein Kapitel zur Finanzmathematik hinzugefiigt.

Die Auswahl der Aufgaben und Erstellung der Folien wurde von Rolf Haftmann be-
sorgt. Dabei wurde in einigen Féllen auf in anderen Lehrveranstaltungen der Fakultét
fiir Mathematik genutztes Aufgabenmaterial, insbesondere aus der Mathematikaus-
bildung fiir Wirtschaftskaufleute unter Prof. Luderer, zuriickgegriffen. Losungen der
Ubungsaufgaben sind im vorliegenden Manuskript im Wesentlichen fiir solche Aufga-
ben enthalten, die einmal als Hausiibungsaufgaben gestellt worden sind. Das Manu-
skript enthélt insgesamt -372-Aufgaben, davon-+26-mit ausfiihrlichen Losungen bzw.
mit Folien.

Die Klausuren Mathematik I und IT wurden ab 2001 von Prof. Martini gestellt. An der
Erarbeitung dieser Klausuren waren auch Lars Gohler und Walter Wenzel beteiligt.

Ein Teil der Abbildungen wurde mit Maple erzeugt. Maple ist ein eingetragenes Wa-
renzeichen der Fa. Waterloo Maple Inc.
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Zeichenerklirung

Aussagenlogik

ANB

AV B
A= B, B< A
A& B

-A

Platzhalter fiir weitere Zeichen

Mengenlehre

Platzhalter fiir weitere Zeichen

Mengenoperationen

ED:D/

o

@
Il
-

Platzhalter fiir weitere Zeichen

Konjunktion, ,A und B“
Alternative, Disjunktion, , A oder B
Implikation, ,aus A folgt B*
Aquivalenz, ,, A dquivalent B
Negation, ,,nicht A“

Leere Menge

Endliche, unendliche Menge, z.B. {2, 3,4}
Element von

Nicht Element von

Teilmenge, echte Teilmenge von

Keine Teilmenge, keine echte Teilmenge von

Komplementdrmenge, Mengendifferenz
Durchschnitt von zwei Mengen

Durchschnitt von n Menge, n = oo ist moglich
Vereinigung von zwei Mengen
Vereinigung von n Mengen, n = oo ist moglich

Produkt zweier Mengen
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Zahlenklassen

00,—00 —
Platzhalter fiir weitere Zeichen

Komplexe Zahlen

Im (z
Re (z
B
I
Platzhalter fiir weitere Zeichen

| ~— —
\

Konstanten

'l' _

e -

S
Platzhalter fiir weitere Zeichen

Menge der natiirlichen Zahlen
=NuU{0}

Menge der ganzen Zahlen
Menge der rationalen Zahlen
Menge der reellen Zahlen
Menge der komplexen Zahlen
Plus- und Minus-Unendlich

Imaginéarteil einer komplexen Zahl
Realteil einer komplexen Zahl
Konjugiert komplexe Zahl
Absolutbetrag einer komplexen Zahl

Imaginére Einheit
Eulersche Zahl
Pi

Beziehungszeichen

<, ¢ — Kleiner als, nicht kleiner als

> % — Grofler als, nicht grofer als

=,# — Gleich, nicht gleich
~ — Ungefdhr gleich

<,£ — Kleiner gleich, nicht kleiner gleich

> 72 — GrofBer gleich, nicht gréfer gleich
:= — Ist definiert als, ist laut Definition

>q -

Zeichen stehen fiir ,<“, ;> oder ,,=* Platzhalter fiir weitere Zeichen
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Intervalle

[a,b] — Abgeschlossenes Intervall
(a,b) — Offenes Intervall

(a,b], [a,b) — Halboffenes Intervall
Platzhalter fiir weitere Zeichen

Finanzmathematik
p-a. — Per anno, pro Jahr
Brach pvor - Barwert der nachschiissigen (vorschiissigen) Rente
Erach pyor — Endwert der nachschiissigen (vorschiissigen) Rente

Platzhalter fiir weitere Zeichen
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Analysis

— =

f(@), g(x), G(z1,22), h(w,9,2) . ..

(@]

(x,y), (x1,...,2,)
Azx

d

d d _d_
dx?’ dz2’ " "' dan

f/’f//w"af(n)a:ta:i‘
b
IR

b ]b ]b

a a Tr=a

Abbildung, Funktion, z.B. f : [a,b] — [c,d], v — z?
Bezeichnungen fiir eine Funktion

Superposition, Verkniipfung zweier Funktionen
Geordnetes Paar, Geordnetes n-Tupel, Punkt
Anderung, Differenz, Zuwachs von x

Differential

Bildung der ersten, zweiten, ... Ableitungen

Erste, zweite, dritte, n—te Ableitung

Integral von a bis b

Von a bis b
An der Stelle z =0

Summenzeichen, n = oo ist moglich

Produktzeichen, n = oo ist moglich

Grenzwert, Limes

Konvergenzpfeil, z.B. a, — a
Supremum iiber alle x

Infimum {iber alle =
Fakultat

Binomialkoeffizient, .,a iiber b“

’»

Existenzquantor, ,es gibt ein®
Allquantor, ., fiir alle®

Betrag von a

Norm von a, Vektor- bzw. Matrixnorm
Kriimmung einer Kurve

Bezeichnung fiir eine Folge

Bildung der partiellen Ableitung

partielle Ableitung

Gradient einer Funktion
Richtungsableitung einer Funktion
Hessematrix

Laplaceoperator

Fixpunkt Platzhalter fiir weitere Zeichen
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Griechisches Alphabet

Platzhalter fiir weitere Zeichen

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
Tota
Kappa
Lambda

Omikron
Pi

Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi

Chi

Psi
Omega
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Lineare Algebra

()i
(ai’j>1§i§m
1<j<n

AT 2T

A-1

€

Im

517.]

span{Z1, ..., %, }

rang(A)

detA

Rmxn’ men

<TY>T-Y

axb

a-(bxc)

dim

1

diag(A1, ..., An)

Vektor mit n Komponenten
Matrix mit m x n Eintrdgen

Transponieren einer Matrix bzw. eines Vektors
Invertieren einer Matrix

Einheitvektoren

Einheitsmatrix

Das Kroneckersymbol

Lineare Hiille von n Vektoren

Rang einer Matrix

Determinante einer Matrix

Mehrdimensionaler Raum der reellen/komplexen Zahlen
Skalarprodukt zweier Vektoren

Kreuzprodukt zweier Vektoren

Spatprodukt dreier Vektoren

Dimension eines Raumes

Orthogonalitét

Diagonalmatrix mit Eintrdgen A, ..., A\, Platzhalter fiir weitere Zeichen

Platzhalter fiir weitere Zeichenerklarungen

Wiederholungsaufgaben

0.1. Fiir 5 jeweils zu 80 % einer Vollzeitkraft beschéftigte Personen entsteht ein mo-
natlicher Lohnaufwand von 6800 €. Es stehen zusétzlich monatlich Lohnmittel
in Hohe von 3825 € zur Verfiigung. Dafiir sollen zu gleichem Stundenlohn 6
Arbeitskrifte eingestellt werden. Zu welchem Anteil konnen sie beschéftigt wer-

den?

0.2. Am 1.1.2002 wurden im o6ffentlichen Dienst Ostdeutschlands die Vergiitungen
von 88.5 % auf 90 % der Westbeziige erhcht. Um wieviel Prozent erhéhten sich
dabei die Vergiitungen?

0.3. Aus einer 92%-igen und einer 64%-igen Schwefelsiure sollen 3.5 kg einer 72%-
igen Schwefelsdure hergestellt werden. Man berechne die Massen der zu mi-

schenden Siuren!

0.4. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

20
2) Bz

3a_ a(z+6)

a® —b?

a—b.b—a

20t +22° + 722 + 5+ 5

» D) 2« = 2z’ ) a+b’ d) 2+r+1
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4
e) x3k+23x4k+77xn—9—7k’ f) (x2y> :

u?v u?v
D Y3200, §) Va3, k) Va |
7 9
0.5. Losen Sie die Gleichungen a) 822 — 14z =9, b) 2! — Zx2 3= 0!

0.6. Das Verhéltnis der Differenz von Verkaufs- und Einkaufspreis zum Verkaufspreis
einer Ware wird als Handelsspanne bezeichnet. Eine Faustregel des Handels
lautet, dass bei 10 % Preisnachlass der Umsatz um 70 % steigen muss, um den
gleichen Gewinn zu erzielen. Von welcher Handelsspanne beim nicht rabattierten
Preis muss man ausgehen, um zu dieser Aussage zu gelangen?

(2n+2)? L] 1 2

32-4n-1 2n—1 2n 41 4n—1
Platzhalter fiir weitere Aufgaben

Kapitel 1

Grundlagen

0.7. Vereinfachen Sie den Ausdruck !

Im Kapitel Grundlagen fithren wir die Grundbegriffe der elementaren Logik ein. Die
logischen Operationen finden Eingang in mathematische Schlufiweisen und Beweise
sind somit von grundlegender Bedeutung, auch wenn sie in den folgenden Kapiteln
etwas in den Hintergrund treten.

1.1 Elementare Logik

Zu Beginn wollen wir definieren und damit festlegen, wann wir ein umgangssprach-
liches Konstrukt als Aussage auffassen wollen. Kénnen wir einem solchen Konstrukt
einen Wahrheitswert , wahr* oder ,,falsch“ zuordnen, so handelt es sich um eine Aus-
sage. Wir fassen dies in der folgenden Definition zusammen.

Definition 1.1. Fine Aussage (A) ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch
(f) ist.

Der Wahrheitswert v(A) einer Aussage A ist entweder wahr, d.h. v(A) = w, oder
falsch, d.h. v(A) = f.

- Keine Aussage ist sowohl wahr oder falsch oder sonst etwas.

- Aussagen sind nicht paradox (,,Alle Kreter liigen*).

Tautologien sind stets wahre Aussagen.
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1.1.1 Logische Operationen

Liegt uns mehr als nur eine logische Aussage vor, so konnen wir diese in natiirlicher
Weise verkniipfen und damit Abhéngigkeiten ausdriicken. In dem folgenden Abschnitt
besprechen wir die wichtigsten logischen Operationen mit deren Hilfe wir neue (kom-
plexere) Aussagen gewinnen.

Negation (Verneinung) Die Negation liefert uns das Gegenteil einer gegebenen
Aussage. Ist eine Aussage A wahr, so ist die Negation davon falsch und umgekehrt.
Zweimalige Anwendung der Negation der Aussage A fiihrt wieder auf A. Eine mathe-
matische Operation, die bei zweifacher Anwendung den Ausgangszustand als Ergebnis
hat heifit involutorisch.

Die Abbildung 1.1 zeigt die Wahrheitswerte der Aussage A und ihrer Negation .
Solche Wahrheitstabellen benutzen wir unter anderem um Behauptungen fiir logische
Ausdriicke (beispielsweise Gleichheit) nachzuweisen.

Zwei logische Ausdriicke sind dquivalent, wenn ihre Wahrheitstabelle in allen mogli-
chen Fallen der Kombination von Wahrheitswerten tibereinstimmen.

o) | o(-A)
W f
f W

Abbildung 1.1: Wahrheitstabelle Negation

Verkniipfungen Die Wahrheitstabelle 1.2 zeigt die wichtigsten logischen Verkniipfun-
gen und ihre Wahrheitswerte. Dies sind die ,,und“—Verkniipfung als Ausdruck dafiir,
daB zwei Aussagen gleichzeitig erfiillt sein sollen. Die ,oder“—Verkniipfung représen-
tiert die Alternative. Die Implikation ,,<=“ beschreibt die Folgerung und die Aquivalenz
die Gleichheit zweier Aussagen.

In der unteren Zeile der Tabelle sind jeweils dquivalente Formulierungen angegeben.

Rechenregeln Mit logischen Aussagen kénnen wir in einem gewissen Sinne ,,Rech-
nen“, genauer meinen wir damit Umformungen durchfiihren, die den Wahrheitswert
der Aussage nicht verdndern. Die Abbildung 1.3 zeigt Regeln fiir das ,,Rechnen® mit
Aussagen.

10
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Konjunktion | Disjunktion | Implikation | Aquivalenz
(,Aund B*) | (,A oder B) | v(A= B) | v(A< B)
v(A) v(B) v(ANA B) v(AV B) | ,Afolgt B“ | Aé&quiv. B

- 2
-2 % 2
22 -4
2 - 2

(-A)VvB| (A< B)
NB <= A)

Abbildung 1.2: Wahrheitstabelle logischer Verkniipfungen

1.1.2 Beweistechniken

Die Techniken mathematischer Beweise bauen auf die Gesetze der Logik auf, weshalb
die logischen Schlufiweisen fiir uns von immenser Bedeutung sind, auch wenn sie in
diesem Skript wegen des Wegfalls der Beweise nicht im Vordergrund stehen.

1. Der direkte Beweis
benutzt die Transitivitit [(A = B) A (B = C)] = (A= C).
Die Aussage A = C wird in eine Kette wahrer Schlufifolgerungen zerlegt.

2. Der indirekte Beweis benutzt (A = B) < (=B = —A).
Es gilt (A < B) = =(-=AV B) = (A) A =B, damit also (A < B) < AN -B.
Im Falle, daB8 wir die Aquivalenz zweier Aussagen nachweisen wollen, zeigen wir

in der Praxis, dafl die Behauptung A A =B stets falsch ist.

3. Vollstindige Induktion Die vollstandige Induktion weist die Behauptung fiir
alle Elemente einer Menge nach unter Riickfithrung auf Elemente fiir die die
Behauptung bereits gezeigt wurde. Eine Beschreibung im Detail erfolgt zu einem

spateren Zeitpunkt.

11
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o v(AV -A) =w bzw.

e AV-Asw

e -—A & A doppelte Verneinung

e (A= DB)s-AVBEB

e ~(AV B) & (~A A —B) de Morgan’sche Gesetze.

e (AN B) & (mAV -B) de Morgan’sche Gesetze.

e AV B < BV A Kommutativgesetz

e AV (BVC) < (AV B)V C Assoziativgesetz

e AV(BAC) < (AV B)A(AVC) Distributivitiatsgesetz

e AN(BVC) < (AANB)V (AACQ) Distributivitétsgesetz

e (A= B)AN(B=C))= (A= () Transitivitat

Abbildung 1.3: Rechenregeln im Umgang mit Aussagen

1.2 Grundbegriffe der Mengenlehre

1.2.1 Mengenbegriff

Ein weiteres grundlegendes Gebiet der Mathematik ist die Mengenlehre. Wir werden
hier sehen, dafl beziiglich Enthaltenseins—Beziehungen von Mengen analoge Gesetze
zur Logik gelten. Wir definieren zunéchst, was wir unter einer Menge verstehen wollen.

Definition 1.2. Fine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die Objekte einer Menge heiflen ihre Elemente. Zum Beispiel ist a; € A Element
der Menge

A=Aay,...,a,}.

B heifit Teilmenge von A, (B C A), falls jedes Element von B auch in A ist.

12
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1.2.2 Mengenoperationen

Die wichtigsten Mengenoperationen sind im folgenden kurz in ihrer formalen Schreib-
weise aufgelistet und graphisch dargestellt.

Komplementirmenge von B in A  Wir nehmen an, dal die Menge B vollstindig
in A enthalten sei und verstehen unter der Komplementirmenge von B in A alle
Elemente, die in A, nicht aber in B enthalten sind. Wir schreiben dafiir

A\B:={x€ A:x ¢ B}

Die Abbildung 1.4 zeigt die Komplementarmenge von B in A.

Durchschnitt von A und B  Hier wollen wir die Forderung, da B in A enthalten
ist fallen lassen, sonst wére die Menge B trivialerweise der Durchschnitt. Wir schreiben
dafiir

ANB:={z:x2€ ANz € B}.

Abbildung 1.5 stellt graphisch den Durchschnitt der beiden Mengen A und B dar.

13
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3

A\ B

Abbildung 1.4: Venn — Diagramm der Menge A ,,ohne“ B

0

(T~

ANB

Abbildung 1.5: Venn — Diagramm der Menge A , geschnitten“ B

AUB

Abbildung 1.6: Venn — Diagramm der Menge A ,,vereinigt“ B

14
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Vereinigung von A und B Die Vereinigung zweier Mengen umfaflt alle Elemente,
die in der Menge A, in B oder in beiden enthalten sind. Wir schreiben dafiir

AUB:={z:2€ AV € B}.

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist in Abbildung 1.6dargestellt.
Produktmenge von A und B Die Produktmenge zweier Mengen A und B erhalten
wir durch Paarbildung von Elementen, wobei ein Element eines jeden Paares in der

Menge A und das andere in der Menge B ist. Die Produktmenge enthéilt alle auf diese
Art moglichen Kombinationen. Wir schreiben dafiir

Ax B:={(a,b) | a€ ANbeE B}.

Abschlieflend sind analoge Rechenregeln zu denen bei logischen Aussagen aufgelistet.

ANB = BNA
ANn(BNnC) = (AnB)NC,
Au(BUC) = (AuB)UC
ANn(BUC) = (AnB)U((ANCQC),
AJU(BNC) = (AUB)N(AUCQC)

De — Morgan’sches Gesetz

A\ (BNC) = (A\B)U(4\C)
A\ (BUC) = (A\ B)n (4\C)

1.2.3 Funktionsbegriff

Definition 1.3. Eine Vorschrift die jedem Element x der Menge Dy genau ein Ele-
ment y = f(z) einer Menge W zuordnet, heifft Funktion f von Dy nach W. Dheifit
der Definitionsbereich von f und f(x) heifft der Funktionswert von f an der
Stelle x. Die Menge W heifit der Wertebereich der Funktion.

Schreibweise: f: Dy — W |, x — f(z)
Die Menge Graph f := {(z, f(x)) : © € Dy} heiBt Graph von f.

15
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Definition 1.4. FEine Funktion heifst

i) injektiv , falls aus x1 # 9, 21,22 € Dy auch f(x1) # f(xa) folgt;
i) surjektiv, falls zu jedem g € W ein x € Dy existiert mit g = f(z);

i11) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist, in diesem Fall existiert eine Um-

kehrfunktion f~!': W — Dy mit x = f~'(y) = f~'(f(x)).

1.3 Zahlen

Im néachsten Abschnitt wenden wir uns den verschiedenen Klassen von Zahlen zu und
wollen uns deren Hierarchie verdeutlichen.

1.3.1 Hierachie der reellen Zahlen

Die Menge der Zahlen 1, 2, 3 usw. nennen wir die natiirlichen Zahlen und schreiben
dafiir

N={1,2,3,...}.

Die Zahl 0 ist nicht in der Menge vorhanden. Die Zugehorigkeit der Null zur Menge
bringen wir explizit durch den Index 0 zum Ausdruck

Negative Zahlen sind in der Menge der ganzen Zahlen enthalten

Z:={..,-2-1012.. 1}

Alle Zahlen, die wir durch einen Bruch zweier ganzen Zahlen p,q € Z, ¢ # 0 dar-
stellen konnen, heiflen rationale Zahlen . Mit dem Nenner ¢ = 1 sind also auch die
ganzen Zahlen enthalten.

Die Menge der reellen Zahlen besteht aus allen Dezimalbriichen und ist eine Ober-
menge der rationalen Zahlen.

Es gelten die Beziehungen N C Ny C Z C Q C R.

Es gilt in der Menge der ganzen Zahlen a,b € Z = a+b € Z, —a € Z und auflerdem
in der Menge der rationalen Zahlen a,b € Q, b #0 = 7 € Q.

Die Abbildung 1.7 zeigt verschiedene Reprasentanten der einzelnen Mengen auf der
Zahlengerade.

16
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1
—_

[an]
= 4
—_

[\)

e

Abbildung 1.7: Die Zahlengerade

Die ganzen Zahlen bilden beziiglich der Addition eine Gruppe , dafl heift es existiert
ein neutrales Element ndmlich 0 sowie ein inverses Element beziiglich der Addition.
AufBlerdem liegt die Addition zweier Elemente wieder in der Menge. Diese drei Eigen-
schaften sind kennzeichnend fiir die mathematische Struktur ,, Gruppe®.

Die Menge der rationalen Zahlen bildet dariiberhinaus auch noch eine Gruppe beziiglich
der Multiplikation mit dem neutralen Element , 1.

1.3.2 Ordnungsrelationen in der Menge der reellen Zahlen
Der Zahlenstrahl zeigt bereits, dafl die Zahlen einer Ordnungsrelation unterliegen.
So gilt fiir Zahlen stets eine der folgenden drei Beziehungen

a<b (,akleiner b )
a=0b (, agleich b “)
a>b (,agroBer b ).

Wenn wir schreiben a < b, so wollen wir a < b, als auch a = b zulassen und umgekehrt
fir a > b kann a = b oder a > b sein.

1.3.3 Regeln fiir Rechnen mit Ungleichungen

Ungleichungen: Gleichungen, die eines der Zeichen ,<“, ,>“  <“ oder ,,>“ ent-
halten, heilen Ungleichungen. Es gelten fiir Ungleichungen mit a, b, ¢, d € R die
folgenden Rechenregeln.

Seien a, b, c,d € R so gelten:

17
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1) a<bundb<c¢ =a<c Transitivitit
2) a<bundc<d =a+c<b+d
3) a<bundc>0 =a-c<b-c
4) a<bundec<0 =a-c>b-c
1 1
5) 0<a<b >0<-<-
b~ a
1 1
6) a<b<O =-<-<0
b~ a
Intervalle: Wir beziehen uns gelegentlich auf zusammenhéngende Teilbereiche der

Zahlengeraden. Diese Zahlenmengen heiflen Intervalle. Wir benutzen die eckigen
Klammern ,,[“ und ,,]“, wenn wir zum Ausdruck bringen wollen, daf die Randpunkte
mit zu der von uns beschriebenen Menge gehoren. Anderenfalls schreiben wir die
runden Klammern ,,(“ und ,,)“. Mit ,00* symbolisieren wir unendlich, was keine Zahl
ist und folglich keinesfalls zur Menge gehort. Intervalle deren obere und untere Grenze
zur Menge gehoren heiflen abgeschlossen. Gehoren die Grenzen nicht zur Menge, so
heifit das Intervall offen. Intervalle bei denen eine Grenze zur Menge gehort und die
andere nicht heilen halboffen.

la,b] = {xreR:a<z<b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) = {reR:a<z<b} halb offenes Intervall
(a,b) = {zeR:a<z<b}
(a,b) = {zeR:a<z<b} offenes Intervall
(a,00) = {reR:a<z<oo}
[a,00) = {reR:a<z<o0}
(—o0,b) = {reR:—co<z<b}
(—o0,0) = R

a , a>0

definiert.
—a , a<0

Betrag: Der Betrag von a € R ist durch |a| := {

Es gelten fiir Betrédge die folgenden Rechenregeln:

Fiir alle a,b € R gelten:

1) lal
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2) la] = 0ea=

3) o] = [—qd|

4) la] = as(a=aVa=—a), a>0

5) la+0b] < Ja|+1b], Dreiecksungleichung
[ L I ]

6) jab] = |al[0]

1.3.4 Fakultit, Binomialkoeffizient

Héufig werden Summen- und Produktzeichen verwendet, die wie folgt definiert sind:

: k
Summenzeichen: > 77, a; = a; + ...+ ay

Produktzeichen: J]%

j:iaj:ain.nak

Wir fithren noch zwei haufig gebrauchte Begriffe fiir Zahlen aus Ny ein:

Definition 1.5 (Fakultét). Die Zahl

n!:1~2~...'n:Hi heiffit n—te Fakultét.

=1

Definition 1.6 (Binomialkoeffizient). Die Zahl

(z):m (n > m)

heifst Binomialkoeffizient von n iber m.

1.4 Komplexe Zahlen

Wir lassen nun die Erweiterung der reellen Zahlen in der Weise, dafl wir aus negativen
Zahlen Wurzeln ziehen konnen, zu. Eine solche komplexe Zahl 2z € C ist von der
Form z = a + ib mit a,b € R mit der imaginiren Einheit i. Es gilt i> = —1.

Zwei komplexe Zahlen z = a + ib und w = ¢ + id mit a,b,c,d € R sind genau dann
gleich, wenn a = ¢ und b = d gilt.

Der Anteil a = Re(z) heifit der Realteil von z und b = Im(z) heifit Imaginérteil
von z. An dieser Stelle sei bemerkt, daf§ die imagindre Einheit nicht zum Imaginérteil
Im(z) gehort. Der Imaginérteil besteht nur aus b und ist somit eine reelle Zahl.

Die Zahl Z := a — ib heifit die konjugiert komplexe Zahl zu z. Das Zeichen ,,:=“
verwenden wir im Sinne von ,,ist definiert durch®.
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Rechenregeln: Seien z = a +ib, w = ¢ + id zwei komplexe Zahlen. Bei der Addition
addieren wir die Realteile und die Imaginérteile einzeln

z+w=(a+c)+i(b+d).

Die Multiplikation erfolgt durch Ausmultiplizieren. Wir fassen unter Beachtung von
i? = —1 die Anteile mit imaginirer Einheit und die ohne zusammen

2w = (ac — bd) + i(ad + dc).

Die Division zweier komplexer Zahlen ist definiert durch

z pAYY

w o A +d?

Der Nenner einer komplexen Zahl ist also immer reell. Dies erreichen wir durch Er-
weitern des Bruches mit w. Es gilt ww = (¢ + id)(c — id) = ¢* — i*d* = ¢* + d>.

Die reelle Zahl |z| = v2Z = va? + b? € R heiit der Absolutbetrag einer komple-
xen Zahl.

Die komplexe Zahlenebene Die komplexe Zahlenebene ist in Abbildung 1.8 dar-
gestellt. Jeder Punkt der komplexen Ebene 148t sich eindeutig durch Angabe von Real-
und Imaginérteil identifizieren. Aquivalent dazu kann ein Punkt in der komplexen
Ebene durch Vorgabe eines Winkels und einer Entfernung (Radius), vom Nullpunkt
ausgehend, eindeutig beschrieben werden. Der Winkel © heifit das Argument von z.

imaginéare

Achse

J 1 a  reelle Achse

Z=a—1b

Abbildung 1.8: Der Punkt z in der komplexen Zahlenebene
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Der Radius ist durch den Absolutbetrag |z| gegeben. Ein Punkt auf dem Einheitskreis
kann durch cos © und isin © erreicht werden. Damit konnen Punkte in der komplexen
Ebene durch z = |z|(cos© + isin ©) = a + ib beschrieben werden. Der Realteil ist
a = |z| cos © und der Imaginirteil b = |z|sin ©. Es gilt die Eulersche Formel ¢© =
cos©® +isin®, © € (0,2m).

Die Eulersche Formel setzt die bereits angesprochenen verschiedenen Darstellungswei-
sen in Beziehung. Zusammenfassend haben wir die Darstellungen

z=a+1b

z = |2|(cos © + isin ©) = re'®
a=|zlcosO, b=|z|sin®

r = |2z e® = cos O + isin O.

1.5 Aufgaben

1.1. Handelt es sich bei folgenden Formulierungen um Aussagen? Bestimmen Sie ggf.
den Wahrheitswert!

a) Kopernikus war ein Astronom.

b) O du frohliche!

) a a a

C =

b+c b ¢

d) Mampu ist kakatylisch.

e) Auf dem Jupiter gibt es keine Spuren von Leben.

1.2. Bestimmen Sie den Wahrheitswert folgender Aussagen:
a)3<4 N 4<3
3<4 VvV 4<3

VeeR: <3 & —(z>3) (V: Allquantor: ,Fiir alle ... gilt:*)
JreR: =(z<3) AN —(z>3)

(3: Existenzquantor: ,Es gibt ein ..., fur das gilt:*)
g) 3 <4 V Der Mond ist aus Kése.

h) Wenn es sich bei einem Vieleck um ein Dreieck handelt, so betragt die Win-
kelsumme 180°.

)
)
d)3<4 & —(4<3)
)
)

i) Fir alle reellen Zahlen z hat ﬁ den Betrag 1.
j) Wenn meine Grofimutter Riader hétte, wére sie ein Autobus.

1.3. Ermitteln Sie in Abhéngigkeit von den Wahrheitswerten der Aussagen p, ¢ und
r den Wahrheitswert von (p = ¢q) = !
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1.4. a) Das Mieteniiberleitungsgesetz vom 6.6.1995 (BGBIL I S. 748) erlaubt unter
gewissen Voraussetzungen eine Mieterhéhung von 20 % und regelt dann:
wDer Erhéhungssatz ermdfiigt sich um 5 von Hundert bei Wohnraum, der
nicht mit einer Zentralheizung und einem Bad ausgestattet ist.“

b) Nachdem die Vorschrift von Vermietern, Mietern und Gerichten unterschied-
lich interpretiert worden war, édnderte der Bundestag diesen Satz. Hieriiber
meldete die ,Freie Presse” am 2.12.1995 auf der Titelseite:

,Der Bundestag hat nun das ,und‘ gegen ein ,oder‘ ausgetauscht.“
¢) Tatséchlich jedoch wurde der zitierte Satz durch das Gesetz zur Anderung

des Gesetzes zur Regelung der Miethohe vom 15.12.1995 (BGBI I S. 1722)
gedndert in:

,Der Erhéhungssatz ermdfsigt sich auf 15 von Hundert ber Wohnraum, bei
dem die Zentralheizung oder das Bad oder beide Ausstattungsmerkmale feh-
len.

Analysieren Sie die Zitate vom Standpunkt der Aussagenlogik!

1.5. Zeigen Sie, dafi fiir alle Aussagen z, y, z das Distributivgesetz x A (yV z) <=
(xAy)V (zA 2) gilt!

1.6. Begriinden Sie mit Hilfe der Wahrheitswerttabelle das Prinzip des indirekten
Beweises (,, Kontraposition“): p = ¢ <= —q¢= —p!

1.7.p und q seien folgende Aussagen:
p: Die Person wird in das Stadion eingelassen.
q: Die Person hat eine Eintrittskarte.
Am Einlafl eines Stadions gelten die Regeln:
— Wer keine Eintrittskarte vorweisen kann, wird nicht eingelassen.
— Wer betrunken ist, wird nicht eingelassen.

a) Notieren Sie die erste Regel formal! Welche Bedingung ist notwendig, welche
hinreichend?

b) Welche Schliisse kann man daraus ziehen, dass jemand eine Eintrittskarte
vorgewiesen hat?

¢) Welche Schliisse kann man daraus ziehen, dass jemand in das Stadion ein-
gelassen worden ist?

1.8. Es gelte folgende Implikation:
{Die Ware ist verdorben.}=-{Die Ware darf nicht verkauft werden.}
Welche Folgerungen kénnen getroffen werden, wenn folgende Aussagen wahr
sind:
a) Die Ware ist verdorben.
b) Die Ware ist nicht verdorben.

c¢) Die Ware darf verkauft werden.
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d) Die Ware darf nicht verkauft werden.

1.9. Nutzen Sie die Implikation a=0b = a?=0* zur Losung der Gleichung
V28 —x—+/x —3=11

1.10. Negieren Sie die folgenden Aussagen! Schreiben Sie dabei die Aussagen und ihre
Negation, sofern das sinnvoll ist, auch mit dem Existenz- bzw. Allquantor!
a) Jede natiirliche Zahl hat einen Vorgénger.
b) Jede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger.
c) Es gibt keine reelle Zahl, die zugleich positiv und negativ ist.
d) Es gibt keine reelle Zahl, die weder positiv noch negativ ist.
e) Jede nichtnegative reelle Zahl ist positiv.
)
)

f) Die Gleichung 2% + 2z + 3 = 0 hat eine reelle Losung.
g) Jeder Student ist bei der Vorlesung anwesend.
h) Es gibt einen Studenten, der nicht im Wohnheim wohnt.

1.11. Beschreiben Sie (ggf. grafisch) folgende Mengen:
a) {reN:3<z <7}

b) {z € N:5 < a? <50},

c) {xreN:ze (2,7},

I S

e) {r e R:z?> -5z +6 =0},

f) {x e N: 2% — 52+ 6 = 0},

g) (1,4) NN,

h) {(z,y) v e R,y € R, 2% +y* <9},

i) {(z,9): 2 € Ry € R, |2] < 5, |y] < 3},

DA@y):zeRyeR, |z —-2[<3,|y+1] <4},

k) {(z,y):z eRyeR, y>3cv+4}!

{
{
(
{
{
{

1.12. Bilden Sie fiir folgende Mengen jeweils AN B, AU B, A\B und B\A:
a) A= (—o0,4], B=(1,00),
b) A=[-1,2), B=10,2]
c) A={(z,y) :x e R,y € R, 2* + y? < 25},
B={(z,y):z € R,y e R, 2> +y* > 9} !
Stellen Sie die Ergebnisse von ¢) auch grafisch dar!

1.13. Welchen Wahrheitswert hat die Aussage
Menge aller Schimpansen N Menge aller Giraffen = {z € R: 22 — 22 +2 < 0} ?

1.14. Ermitteln Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungen, das heifit die Menge
aller reellen Zahlen = (z € R), fur die gilt:
a) x> —6x+9 > 1,
20+ 4
b >3
) Sr—T7" 7
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1.15.

1.16.

c) |z —1] >4,

d) |z =3| < 2|z - 1],
)

)

@

|z + 1]+ |z +2| <2,

f) 2* + 323 —4x > 0!

1—
Fiir welche x € R gilt | i > =27
r+3

Stellen Sie die Menge {(z,y):z € R,y € R, 2|z|+|y| < |z|+1} grafisch dar!

1.17. Ein an einer mit Kilometersteinen versehenen Stra3e wohnender Kunde erhalt

1.18.

1.19.

1.20.

von einem am Kilometer 87 dieser Strafle liegenden Auslieferungslager ein Gerét
geliefert, an Fahrtkosten muss er dafiir 3 DM je Entfernungskilometer (einfache
Entfernung) vom Auslieferungslager zahlen. Fiir die Installation muss zusétzlich
ein Techniker von einem am Kilometer 112 dieser Strafle liegenden Servicestiitz-
punkt zum Kunden kommen, als Fahrtkosten fallen dabei 2 DM je Entfernungs-
kilometer vom Servicestiitzpunkt an.

In welchem Bereich der Strafie ist die Summe der Fahrtkosten nicht grofler als
100 DM?

Gegeben seien folgende Groflen:

n| 01 23 45 a;:i\jlo 1 2
a, | 2 1 4 3 2 1 1 2 1 5
b, |15 3 1 2 0 4 2 3 -1 2
3 3
Berechnen Sie Y a,b,, > (a;b; + 1), Z Z a;, H a;, H ap und Z Z a;; !
n=0 =0 1=3 i=1j=

Welche der folgenden Umformungen sind richtig:

10 9
a) Z a; = Z aj+1,
. =0

9

)Zm—2@+m

=0

)2(5%—1—1)—52@] + 17

=1 Jj=

:II

Ein Preisindex werde nach der Formel

Zn%
="

Zn%

berechnet, wobei B das Basisjahr, A das Berichtsjahr, 7 ein Laufindex fiir ver-
schiedene Waren, p deren Preise und ¢ deren Mengen seien.
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1.21.

1.22.

1.23.

1.24

1.25.
1.26.
1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

Berechnen Sie fiir die Daten 1996 1998
Ware Preis Menge | Preis Menge
Brotchen | 0.50 300 | 0.55 365
Brot 3.00 50 | 3.30 43
Kuchen 1.00 100 | 1.20 85

den Preisindex von 1998 bezogen auf das Basisjahr 1996 sowie die jahrliche
Preissteigerung!

Sei z; = 24 3i, 20 = 3 — 5i.
a) Stellen Sie zy, 29, 21 + 22, 21 — 2 und 227 in der komplexen Zahlenebene dar!

. 2 o
b) Berechnen Sie z; 2o, Z—;, Z921, 2272 und |29 !

Skizzieren Sie in der komplexen Ebene die Menge
{zeC:|z|<1}n{ze€C:|z|>0.5}!

Sei z = x + iy und es gelte |z| < 1 — Re(z).

a) Geben Sie eine Ungleichung an, die den Zusammenhang zwischen dem Re-

alteil z und dem Imaginérteil y beschreibt!
b) Skizzieren Sie {z € C: |z| <1 — Re(z)} !

. Berechnen Sie

a) (1+1), b) [v/3i — 6, o) (2—-iv3), d) (—=1+31)" !
Losen Sie die Gleichung 2% + 2z + 5 = 0 und fiihren Sie die Probe aus!

Zeigen Sie, daf z? genau dann reell ist, wenn z reell oder rein imaginér ist!
Stellen Sie die folgenden Zahlen in der komplexen Zahlenebene dar und ermitteln
Sie ihre trigonometrische Darstellung:

a) 3, b) —2i, ¢) 1+1i, d) —3 +i§ !
Ermitteln Sie mit Hilfe der trigonometrischen Darstellung komplexer Zahlen
(—3+ i@)@ +1) und (1+1)"

Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form a + bi dar:

i+ 1D)i-2)+1 1 , 20 o (L : 30
o B ) (Leaen) L o (o)

Veranschaulichen Sie die Bezichung A U (BNC) = (AUB) N (AUC) am
Venn-Diagramm und beweisen Sie mit Mitteln der Aussagenlogik!

Handelt es sich bei den folgenden Zuordnungsvorschriften um Funktionen:

- <
a) Miitter — Kinder, b) Kinder — Miitter, c) y= { i§+ 117 i S 1 7

11—z <1
_ _ 2 2_ — — ) =
d) y=lr—2|+2, e) x*+4dx+y*—6y =3, f) y { 2, > 1
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1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

Wenn ja, sind die Funktionen injektiv, surjektiv bzw. bijektiv? Geben Sie ggf.
den Definitions- und dem Wertebereich sowie die Umkehrfunktion an!

Sei z=x+1iy und es gelte |z —4+ 3i] <4.
a) Geben Sie eine Ungleichung an, die den Zusammenhang zwischen dem Re-

alteil z und dem Imaginérteil y beschreibt!
b) Skizzieren Sie {z € C: |z — 4+ 3i| <4} !

1
Losen Sie die Gleichung x® — 2% + 5% = 0 in R und in C und fiithren Sie die

Probe aus!

Berechnen Sie mit Hilfe der Formel von Moivre (1 + i)25 !

Wo steckt der Fehler in der Gleichungskette 2 = v/—1-+v/—1 = y/(=1)* =
V=17

Ermitteln Sie die komplexen

a) Quadrat-, vierten und sechsten Wurzeln aus 1,
b) Quadratwurzeln aus 2(—1 + v/31),
¢) Quadrat- und dritten Wurzeln aus i !

Gegeben sei die Aussage: ,,Ein Regenbogen kann nur dann zu sehen sein, wenn
” )
€es regnet und die Sonne scheint.“

a) Die Aussage soll als Implikation dargestellt werden. Geben Sie die Pramisse
und die Konklusion der Implikation an!

b) Formulieren Sie die Aussage mit ,ist hinreichend dafiir, dass“ sowie mit st
notwendig dafiir, dass*.

¢) Geben Sie die Kontraposition zu der Aussage so an, dass in der Pridmisse
der Kontraposition bei formaler Notation keine Klammern gesetzt werden
miissten!

Gegeben seien die Mengen A = {(z,y) € R* : y —2 > 1}, B = {(2,9) €

R?: 5+ 3z > 5} und C = [0,00) x [0,00). Stellen Sie die Mengen A, B, C,
(ANB)NC, (AUuB)NC, (A\B)NC und (B\A) N C grafisch dar!

Fiir welche reellen z gilt [+ 3] > ! ?
6 —x 2
Geben Sie die Zahlen
40 — 20i
NS y L™
20 1 1 ’ (1- i)1982
5+21 5-—-2i

jeweils in algebraischer (z + iy) und trigonometrischer Darstellung an!

Hinweis: Fiihren Sie die Rechnung zunéchst in der fiir die jeweilige Aufgabe zweckmiiligeren
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Darstellung aus und rechnen Sie das Ergebnis in die andere Darstellung um!

1.41.Sei z =2z +1iy und es gelte |z| < 1/|Re(2)].
a) Geben Sie eine Ungleichung an, die den Zusammenhang zwischen dem Re-
alteil x und dem Imaginérteil y beschreibt!
b) Skizzieren Sie {z € C: |z] < /|Re(2)|} !
Hinweis: quadratische Ergidnzung

Platzhalter fiir weitere Aufgaben

Kapitel 2
Lineare Algebra

Die lineare Algebra behandelt die Theorie von Matrizen und Vektoren. Dieses weit-
geficherte Gebiet wird uns im folgenden in den Kapiteln 2 — 6 und dariiberhinaus
beschéftigen. Zunéchst wollen wir in Abschnitt 2.1 die Begriffe Matrix und Vektor
definieren. Viele mathematische Probleme lassen sich auf Matrix—Vektoroperationen
zuriickfithren, so zum Beispiel die Losung eines linearen Gleichungssystems 2.4, Ei-
genwertprobleme 3, die Hauptachsentransformation 5 und die Aufgaben der linearen
Optimierung 6. Selbstverstdndlich kénnen wir in diesem Rahmen die wichtigsten Pro-
bleme nur kurz anreiflen und nicht die komplette Theorie in ihrer Vielfalt darstellen.

2.1 Vektoren und Matrizen

Ein Vektor « € R" wird dargestellt durch ein n - Tupel

X

x = (1) =

T

mit Komponenten z; € R (oder C ), 1 <i <mn.

Zwei Vektoren x und y sind genau dann gleich, falls all ihre Komponenten z; = v;,
fiir ¢ = 1,...,n iibereinstimmen. Dabei spielt es fiir uns zunéchst keine Rolle, ob die
einzelnen x; Koordinaten, Meflwerte, Wahrscheinlichkeiten oder anderes darstellen.

Eine Matrix A € R™" (oder C™*™ ) ist ein rechteckiges Zahlenschema mit m -
Zeilen und n - Spalten

a1 G2 ... QAin
2.1
A= (a;; = ’
(@i5) - icn
1<j<n
Am1 Am2 am,n
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Das Element a; ; heifit der Koeffizient der Matrix in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte.
Einen (Spalten-) Vektor kann man auch als eine m x 1 Matrix auffassen. Zwei Matrizen
A und B € R™" sind gleich, falls a;; = b;; firallee =1,...,m, j=1,...,n gilt.

2.2 Operationen mit Vektoren und Matrizen

2.2.1 Vektorraume

Die Addition zweier Vektoren ist komponentenweise erklart.

T hn
xr = , y = : e R"
Tn Yn
T1+ W%
T+y= : e R"

Die Multiplikation mit einem Skalar A € R ist wie folgt erklart:
)\.1’1
A = : e R"
ATy,
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
Satz 2.1. Seien x,y,z € R*", A € R dann gilt:

1) r+y = y+x

2) x+(y+z) = (x+y) +=z
0

3) x+0 = z,0=| :
0

4) r—x = 0

5) Mx+y) = I+ )y

6) Az = Aux)

7) A+ px = Ix+pux

8) lx = =«

9) 0Oz = AN0=0

10) (Nx = M-=x)=-(\x)

117) (=N (—=x) = Xz
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Mengen mit Verkniipfungen ,,+“ und ,,-“, die den Regeln 1) bis 8) geniigen, heifien
Vektorraume. Alternativ kann statt A € R auch A\ € C gewihlt werden (komplexe
Vektorraume).

Fiir Matrizen sind die Addition und Multiplikation mit einem Skalar auch kom-
ponentenweise erklart.

I _ X
A= <ai’j)1§i§m , B= <bi’j)1§i§m e R™™ und M e€R,
1<j<n 1<j<n
dann definieren wir
P X
A + B = (ai,j + bi’j)lﬁiﬁm c R™Mmxn
1<j<n
und
. L mxn
ANA = (/\az,j)lgigm e R™".
1<5<n

Satz 2.2. Die Menge aller Matrizen A € R™ " bilden einen Vektorraum, d.h. es
gelten die Aussagen von Satz 2.1 mit A~x, B ~y,C ~ z.

Die transponierte Matrix von A = (ai,j)1<,< € R™™ heift AT € R™™ und ist
<i<m
1<j<n

definiert durch

A = (aj’i)1<i<m
1<j<n

Fir A, B € R™*" und X € R gelten

1) (ADT = A
2) (A\A)T = 2\AT
3) (A+B)" = AT+B

Bemerkung: Transponiert man einen Vektor & = (x;)1<i<n € R, so ergibt sich ein
Zeilenvektor

xl = (z1,...,2,).

Eine quadratische Matrix A € R™*" heifit symmetrisch, falls A = A7 gilt.
Diagonalmatrizen A € R"*" d.h. a;; = 0, falls ¢ # j, sind beispielsweise symmetrisch.
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2.2.2 Matrixmultiplikation

Fiir Matrizen A = (a;;) € R™*" und B = (b ;) € R"*? ist das Produkt
C = (¢;j) = A- B € R™*? definiert durch die Koeffizienten

n
1<:<m
Cij = Z Q; k ka , 1 2 _<
k=1 -
Merke:

1. ,,Zeile mal Spalte*!

2. Das Produkt A B ist nicht fiir beliebige Matrizen erkldrt. Die Anzahl der Spal-
ten von A muf} gleich der Anzahl der Zeilen von B sein!

3. Falls AB und BA erklart sind, gilt im allgemeinen AB # BA!

4. Aus AB =0=(0) folgt keineswegs A = 0 oder B = 0.

1<i<m
1<j<p

Beispiele: Gegeben sind die Matrizen

12 5 6
a=(5 1) m=(78)

dann ist
19 22 23 34
A'B:<43 50)’ B'A:<31 46)

Satz 2.3. Fir Matrizen A € R™*" B € R™P C € RP*? gelten

1) A(BC) = (AB)C

2) AB+C) = AB+ AC fir n=p=q

3) MAB) = (M)B = A()\B)

4)  (AB)" = B"A'

. 1, firi=j
5) Sei 5i,j = { 0’ fUTZ 7&] }
und I,, = (0;;)1<ij<m die m-dimensionale
Einheitsmatrix, dann gilt
I,A = A und AI,=A

6) Sei0,x, die Nullmatrix, dann ist AQ,y, =0 und 0,5, A =0 .
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b1y bij o+ bip

bn1 L B

a1 cee A1k cee A1p C1,1 C1,5 c.o Cip
781 Qi k Qin Ci1 Cij -+ Cip
(m,1 A,k Qm.n Cm,1 Cmj -+ Cmp

Abbildung 2.1: Falksches Schema zur Matrixmultiplikation

Die Spalten der Einheitsmatrix I,, heilen Einheitsvektoren e;,i = 1,...,m.
0
0 . .
e = 1 «— 1 - te Zeile
0

2.2.3 Die Matrix — Vektormultiplikation

Die Multiplikation einer Matrix A = (a;;) € R™™ mit einem Vektor & = (z;) € R
ist definiert durch y = Az = (y;)7", € R™ mit y; = > |, a;xZs.
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2.3 Unterrdume, lineare Unabhingigkeit, Basisvek-
toren

Eine nichtleere Teilmenge U C R"™ heiit Unterraum des Vektorraums R", falls
fiir beliebige ,y € U und A € R

1) z4+yeU und 2) XxelU gelten.

Ein Vektor w € U ist eine Linearkombination von Vektoren wq,...u; € U falls
A1,y - A € R existieren mit

k
u:Z)\juj:/\lu1+...+)\kuk.

j=1

Zu {uy, Uy, ..., u,} definieren wir die lineare Hiille

k
span{wy, ..., uy} := {Z)\juj:)\j € R, jzl,...,k}.

j=1
Dies ist der kleinste Unterraum, der alle Vektoren wq, ..., u; enthélt.
Die Vektoren wuq,...,u; heiflen linear unabhingig, falls keiner eine Linearkombi-

nation der restlichen ist. Dies kann wie folgt ausgedriickt werden

k
Z)\j'll;jzo - )\1::)%:0

j=1
Anderenfalls nennt man sie linear abhéngig.

Die Menge {u, ..., u;} heifit eine Basis des linearen Raumes U falls die Vektoren
u; linear unabhéngig sind und U = span{u. ..., u;} gilt.

Bemerkung 2.1. Ein Unterraum U C R™ hat viele verschiedene Basen, allerdings

ist die Anzahl der Basisvektoren immer gleich und heifit die Dimension von U, kurz
dim U.

Es gelten die folgenden Aussagen.

Satz 2.4. Im R™ sind k Einheitsvektoren (z.B. {e; ..., ex}) mit k < n immer linear
unabhingig. Im R™ sind {uy, ..., ur} immer linear abhingig, falls k > n ist.

Satz 2.5. Sei{uy,...,ux} eine Basis von U C R"™, dann lifst sich jeder Vektor uw € U
in eindeutiger Art und Weise als Linearkombination der w;, 1 < j < k darstellen, d.h.

k
es ezistiert genau eine Kombination von \;’s, j =1,....k, so daff w =Y \juy;, gilt.
j=1
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Satz 2.6. Sei A € R™*" und sei r die Anzahl der linear unabhingigen Zeilen. Diese
ist gleich der Anzahl der linear unabhdingigen Spalten und heiffit der Rang von A,
kurz: rang (A).

Es gilt: rang (A) < min{m,n} und rang (A) = rang (A").

2.4 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist in der Form

@11 T1 + airo2 T2 + ...+ A1n Tp = b1
21 1 + Q29 T2 + ...+ A2n Tp = b2
U1 T1+ Amo To+ ...+ Qpp Tn= by
oder in Kurzschreibweise Az = b mit der Koeffizientenmatrix A = (a;;),__ €
sm
1<j<n
x
R™*™ ~den Vektoren b € R™ mit b = : und € R" gegeben.
:L‘m
Die Komponenten 1, ..., x, des Vektors x heilen Variablen des Gleichungssystems.

2.4.1 Spezielle Systeme

Sei die Matrix A in der Form A = (I,,, R) € R™* "™, n > m mit beliebiger Restma-
trix R € R™* (™™ und ein Vektor b € R™ gegeben. Die Matrix I,, bezeichne die
Einheitsmatrix mit der Dimension m.

Das Gleichungssystem
Ax = (I,,R) (

Ip

iBN) =b= x5+ Rxy

hat dann die folgende Losung

T = ( TB ) = ( b— Ray ) ,xy € R"™™  beliebig.

N N
Probe:
Lnm) (P )
TN
Die Komponenten des Vektors €z = (21, ...,7,)T € R™ heiflen die Basisvariablen
und die Komponenten des Vektors &y = (241, - ., Z,) heiflen die Nichtbasisvaria-
blen.
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2.4.2 Elementare Umformungen

Erreichen wir die obige Darstellung der Matrix A = (I,,, R), so konnen wir die Losung
unseres Gleichungssystems in obiger Form direkt angeben. Deshalb ist die Umformung
auf solche Gestalt, Ziel unseres ersten Schrittes.

Ziel: Umformen auf die Gestalt A= (I, R).

Als zuldssige Umformungen wollen wir solche bezeichnen, die die Losung eines
Gleichungssystems unveréndert lassen.

Ul:
U2:

U3:

U4:

Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalar A € R, A # 0.

Addition zweier Gleichungen. Dies entspricht der Addition zweier Zeilen in un-
serem Rechenschema.

Vertauschen zweier Gleichungen beziehungsweise zweier Zeilen im Rechensche-
ma.

Umnummerierung der Variablen. Dies entspricht im Rechenschema dem Ver-
tauschen von Spalten. Dabei ist allerdings zu beachten, dafl die Komponenten
des berechneten Losungsvektors ebenfalls in verdnderter Reihenfolge vorliegen,
somit also bei Angabe der Losung wieder zuriickgetauscht werden miissen.

ACHTUNG: MERKEN!

Satz 2.7. Die Umformungen Ul bis U4 verdindern die Losung des Gleichungssystems
Ax = b nicht.

2.5 Invertierbare Matrizen

Sei A € R"™"™ A heifit invertierbar, falls B € R™*" existiert mit AB = BA = 1.

Die Matrix B ist eindeutig bestimmt und heifit Inverse zu A. Wir schreiben
B=A"

Satz 2.8. Sei A € R™*" dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1.

A ist invertierbar,

2. rang A = n,

3. Ax =0 x =0,

4.

fiir jede rechte Seite b € R™ existiert genau eine Lisung x der Gleichung

Ax =b.
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Satz 2.9. Seien A, B € R™*" invertierbar, dann gilt:

i) AT ist invertierbar: (A7) = (A™HT
i) A~ ist invertierbar: (A™')' = A

ii) AB ist invertierbar: (AB)™' = BTTA™!,

2.6 Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Satz 2.10. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann lésbar, wenn der Rang der
Koeffizientenmatriz A gleich dem Rang der ,erweiterten® Koeffizientenmatriz (A|b)
ist: rang A = rang(A|b).

Ein losbares Gleichungssystem ist eindeutig losbar, wenn der Rang der Koeffizienten-

matriz gleich der Anzahl der Variablen ist: rang A = rang(A|b) = n.

Gilt rangA = rang(Al|b) < n, so enthdlt die allgemeine Losung des Gleichungssys-
tems n —rang A frei wahlbare Parameter.

Ein lineares Gleichungssystem hat also genau eine, keine oder unendlich viele Losun-
gen. Fiir die eindeutige Losbarkeit ergibt sich die Aussage des Satzes als Folgerung
aus Satz 2.8. Die eindeutige Losung des Gleichungssystems lautet dann « = A™'b.

Im Fall m = n = 2 kénnen die Gleichungen des Gleichungssystems als Geradenglei-
chungen interpretiert werden. Die verschiedenen Losbarkeitsfille entsprechen dann
den Lagebeziehungen von Geraden:

e Zwei Geraden schneiden sich (rang A = rang(A|b) = 2),

e sind parallel (rang A =1 # 2 =rang(A|b)) oder

e sind identisch (rang A = rang(A|b) = 1).
Entsprechendes gilt im Falle m = n = 3, wenn man die Gleichungen als Ebenenglei-
chungen (s. unten in Abschnitt 4.2) interpretiert.

Definition 2.1. FEin Gleichungssystem Ax = b heifit homogen, wenn die rechte
Seite verschwindet: b = 0.

Satz 2.11. Das homogene Gleichungssystem hat stets die triviale Losung x = 0. Es
ist eindeutig l6sbar (d.h. hat nur die triviale Losung) genau dann, wenn rang A =
n ist. Anderenfalls hat es n — rang A linear unabhdngige Lisungen. Die lineare
Hiille dieser linear unabhdngigen Losungen ist die allgemeine Losung des homogenen
Gleichungssystems.
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Beweis:

Wegen b = 0 ist rang A = rang(A|b). Mit Satz 2.10 folgt die Behauptung.

Satz 2.12. Die allgemeine Losung eines inhomogenen Gleichungssystems Ax = b ist
darstellbar als Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Gleichungssystems

Ax = b und der allgemeinen Lisung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
Ax =0.

2.7 Der Gaufl — Algorithmus

Der Gauf-Algorithmus erméglicht die Losung eines Gleichungssystems Ax = b oder
gar in Abwandlung als GauB-Jordan-Algorithmus die Invertierung einer Matrix A.

2.7.1 Losen eines Gleichungssystems

Das Ziel des Algorithmus ist es durch Umformungen U1, U2, U3 und U4 in den ersten
m-Spalten Einheitsvektoren, d. h. die Einheitsmatrix I, zu erzeugen.

Zu Beginn des Gauflalgorithmus schreiben wir die Matrix A erweitert um die rechte
Seite b als 0-ten Schritt des Algorithmus in folgender Form nieder.

© 0 0) | 0

WO M
a3, Qyy ... Gy, |D
ais)l agg o aﬁﬁ?n b$2>

Wir erhalten auf diese Weise folgendes Schema vor dem k-ten Schritt.
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Schema vor dem k-ten Schritt

10 ...ooaht s ds Y e
0 1 s ol I A
00 1 :
0 1 : :
k—1 k—1 k—1 k—1
0 0 a%}ék 1; a27k+i . a%}én 1)) b,%k 1;
0 o 0 ey e cee Upigg b
0 0 ot o et oY

Im k-ten Schritt

(1271), sofern es ungleich

i) Pivotisierung Wir bezeichnen das Diagonalelement a;,
0 ist, als Pivotelement.

1.) Ist das Diagonalelement agz_l) # 0, so kénnen wir den Algorithmus fort-

setzen.

2.) Anderenfalls starten wir einen Vorgang den wir Pivotisierung nennen.

Wir suchen ein ag.{gk_l) # 0 mit j > k und vertauschen die Zeile k£ und j.

~(k—1)
(k—1)  ~(k=1) (k—1) ~(k=1) k) . Ok
ak,i waj’i i wa,w- a]m- = -1
Qg i
~(k—1)
(k) ._ % _
b, = D t=kFk,...,n
Qg K

Damit wird a,(ﬁ; = 1.

3.) Falls kein solches ag.{ﬁk_l) # 0 gefunden wird, suche agfi_ b # 0 und vertausche
die Spalten.
ACHTUNG: MERKEN!

ii) In einem zweiten Schritt, den wir Eliminationsschritt nennen wollen, kom-
binieren wir die Zeile in der das Pivotelement steht, die Pivotzeile, mit allen
anderen Zeilen derart, dafl in der k-ten Spalte fiir afkfl) = 0 fiir k£ # 5. Wir
fithren folgende Modifikation durch:

k) _~k=D) gy ~(k=1) ne ~(k—1)

k) ~(k—=1)
a.’ =a. . —a; ki % ::bk; (k)
J7Z j?l .]7 7Z

—0; 7 Qg
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fir

t1# kudj=1,....m, i=1,...,n undk=14,...,n.
Am Ende jedes Schrittes iiberpriifen wir die Zeilen.

e Falls alle Eintrdge Null sind, d. h. ag.{? =0,2=1,...,n und bg-k) = 0 kann die
j-te Zeile ersatzlos gestrichen werden.

e Falls aber aﬁ) = O firalle: = 1,...,n ist und dennoch bg‘? # 0 liegt ein

Waiderspruch vor. In diesem Fall besitzt das Gleichungssytem keine Losung
und wir brechen das Losungsverfahren ab, die Losungsmenge ist leer! Ansonsten
erhalten wir ein Gleichungssystem der Form (I,, R)x = b") mit » < m und
R e Rx(n=m),

Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist dann

TN

L= {:13 = ( TB ) | zp = b — Rxy, xy € R beliebig} )

Schema nach dem k-ten Schritt

k k
1 0 0 alh, | b
0 1 0 :
0 1 ... 0
(k) (k)
1 Q1 - by,
k) (k
0 ai(cﬂ,kﬂ e bk421
0O ... ... ... 0 aglf,2+1...a£k) bﬁ’“)

Satz 2.13. Sei A € R™" b € R™ und seien aq,...,a, € R™ die Spalten von
A. Dann ist das lineare Gleichungssystem Ax = b genau dann l6sbar, falls b €
span{ay,...,a,} ist. Unter dieser Voraussetzung ist Ax = b genau dann eindeutig
16sbar , falls die Spalten {a,,...,a,} linear unabhdngig sind.

Sei R(A) = span{ay,...,a,} € R™ der Bildraum von A, dann gilt

o Ax = b ist losbar < b € R(A)

o Ax = b ist eindeutig lisbar < b € R(A) und rang A = n.
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Beispiel zum Gauf3-Algorithmus

A b | angewandte Operation

1 4 2 00

2 -3 -1 5|5

3 -7 1 5|«

1 4 2 00 II) -21)

0 5 -5 5|5

0 5 -5 5|« [1I) -31)

1 4 2 00

0 1 -1 -1]1 pivot

0 5 -5 5|«

1 0 -2 44 [-(-4) 1)

0 1 -1 -1]1

Geméaf Satz 2.7 ist das Gleichungssystem nur dann losbar, wenn a = 5 ist. Das

Gleichungssystem lautet Az = b mit A = (I, R),b € R? und = € R*.
.. -2 —4 4
DabellstR—(_1 _1)undb—(1).

Die Losung ist = (g, zy) mit und zp = b — Rzy und xp = ( il ) ’
2

Ty = ig wobei z3, x4 € R die frei wahlbaren Nichtbasisvariablen sind. Nach
4

Wahl der Nichtbasisvariablen sind die Basisvariablen eindeutig bestimmt. Setzt man

LB

- ) zusammen, so ergibt sich fiir die
N

den Vektor @ aus xp und xy als * = (

Losung

4 + 2.%’3 + 4.%’4
1 + T3 + Ty
T3

Ty

Wir kénnen den Losungsvektor als Linearkombination von Vektoren wie folgt aus-
driicken

=~ O
O~ N
—_— O =

39



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

Hierin spiegelt sich klar wider, daf3 die Nichtbasisvariablen x3,z4 € R als Parameter
frei wiahlbar sind und daf3 bei einer festen Wahl von x die Losung eindeutig bestimmt
ist.

2.7.2 Inversenberechnung mit Gauf3-Jordan-Verfahren

Sei A € R™" invertierbar. Die j-te Spalte v; von A™" ist Losung der Gleichung
Av; = e; mit e; dem j-ten Einheitsvektor.

Zur Berechnung der Inversen von A sind also n Gleichungssysteme zu lésen. Die
Matrix A ist aber immer die Gleiche, das bedeutet, dafl bei jeder Losung des Glei-
chungssystems fiir die Matrix A immer die gleichen Umformungsschritte U1 — U4
durchgefiihrt werden. Lediglich fiir die rechte Seite ergibt sich jeweils etwas anderes.
Deshalb 16st man die Gleichungssysteme simultan indem man alle rechten Seiten,
in unserem Fall die Einheitsvektoren, hintereinander schreibt. Somit steht am En-
de in der Spalte n 4 j unseres erweiterten Rechenschemas die Losung der Gleichung
A’Uj = €;.

Wir erhalten das folgende erweiterte Rechenschema in welchem wir wieder wie beim
GauB-Algorithmus mit den elementaren Umformungen U1 — U4 eine Einheitsmatrix
erzeugen. Die daran anschlieBende Matrix ist dann die Inverse.

A I,

GauB-Algorithmus

I, Al

2.8 Skalarprodukt, Norm und Orthogonalitéit

Definition 2.2 (Skalarprodukt, Norm). Seien x,y € R", dann heifit x -y =xT y €
R das Skalarprodukt von x mit y und ||x|| = Vx-x > 0 die (Euklidische)
Norm von x. Alternativ wird fir das Skalarprodukt x -y auch die Bezeichnung
< x,y > gebraucht.

Definition 2.3 (Orthogonalitéit). Zwei Vektoren x,y heiffen orthogonal falls x-y =
0 gult.

Satz 2.14. Seien x,y € R" und A € R, dann gelten folgende Rechenregeln fiir das
Skalarprodukt:

l.xz-y=y-=x
2. \x)-y=x-  (\y)
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3 x-(y+z)=z-y+x-z

4. x-x=0&x=0

5. || = [Al|z|
6. lx-y| <|z|ly] Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
7. |e+y| < |x|+ |y| Dreiecksungleichung

2.9 Aufgaben

1 1 5 9 1 1
2 —1 8 1 5 =2

1 — |

2.1. Berechnen Sie 2 3 5 + 4 —9 3 1 4 !
1 4 9 1 2 1

2.2. In einer Firma werden die drei Produkte P;, P, und P; hergestellt. An Material
werden dafiir die drei Rohstoffe R;, Ry und R3 benétigt. Im Einzelnen werden
fiir eine Einheit P; 2 Einheiten R, 1 Einheit R und 4 Einheiten Rj, fiir eine
Einheit P, 5 Einheiten R; und 5 Einheiten R3 sowie fiir eine Einheit P; 1 Einheit
Ry, 3 Einheiten Ry und 3 Einheiten R3 verwendet.

Fiir einen Auftrag sollen 50 Einheiten P;, 30 Einheiten P, und 10 Einheiten Pj
produziert werden.

Geben Sie die Aufwandsmatrix sowie in vektorieller Form den Produktionsauf-
trag an und ermitteln Sie daraus den Rohstoffbedarf in vektorieller Form!

2.3. Berechnen Sie

1 1 5 9
E1)<124) ?8(1](1) b) 2 —1 8 1
211 1100’ 3 5 4 =2
1 4 9 1
1 1
o 1](123), d(123) 1],
1 1
1 -2 2 —4 2 —4 1 -2
e)<—3 6)(1—2)’ f)(l—Q)(—S 6)'
12 -1 -1 32 4 2
24.S A=|40 3|, B= 5101, C=]0 -1
51 —4 -3 2 4 5 —3

Berechnen Sie AC 4+ BC !



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

1
2.5.5ei A= (i’ _; g) x=| -1 1], y= (_;) Welche der folgenden Ausdriicke
1

sind definiert? Was stellen sie dar (Zahl, Vektor, Matrix)?

T
a)yAx, b)yTAx, ¢)x'Ay, d)x"(yTA) , e)Axy', f)yx'A, g)ATyx"

2 4
2.6.5ei A = b—=2 4 , B=1 3 6 |, C= -2 1 . Berechnen Sie
-2 3 =5 1 92 0 3
die Matrizen AB, BA, AC, CA, ATC, CTA, ABC und CBA, falls diese
existieren!
1
. . . 3 —-10 2
2.7. Gegeben seien die Matrizen A = , X=|-11], Y= )
1 22 1 -3

Berechnen Sie die Produkte YAX und YTAX, soweit, sie existieren!

2.8. A sei eine beliebige Matrix. Mit welcher Matrix mufl man A von links multipli-
zieren, damit
a) die 2. mit der 3. Zeile vertauscht wird,
b) die 1. Zeile mit 3 multipliziert wird,
c¢) das Doppelte der 1. Zeile zur 3. Zeile addiert wird,
)

d) eine einzeilige Matrix entsteht, deren Komponenten die Summen der Spalten
der Matrix A sind?

2.9. Es werden drei Produkte Py, P, und P; aus drei Baugruppen By, B; und Bs
und diese aus drei Ausgangsstoffen R, Ry und Rj3 gefertigt, wobei im Einzelnen
folgender Bedarf besteht:

‘jePl jePQ jeP3 ‘Rl RQ Rg
By | 2 4 4 ieB | 2 4 1
By 2 0 2 je By | 1 2 2
By | 2 2 6 ieBs| 3 1 1

a) Geben Sie die Aufwandsmatrix fiir den Zusammenhang von Endprodukten
und Ausgangsstoffen an!

b) Es sind 200 P;, 100 P, und 300 P; sowie zusétzlich als Austauschbaugrup-
pen 100 By und 80 By zu produzieren. Welche Mengen an Ausgangsstoffen
werden benotigt?

3 2
2.10. a) Zeigen Sie, dass der Vektor 8 | Linearkombination, der Vektor | 3
17 1
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1 0
hingegen keine Linearkombination der Vektoren [ 2 | und [ 1 | ist!
3 4
b) Wie kann man aus den unter a) genannten Vektoren eine Basis des Raumes
3 1
R? bilden? Geben Sie die Koordinaten der Vektoren 8 | und 5
17 16

beziiglich dieser Basis an!

2.11. Welchen Rang haben die Matrizen

2 1 0 310 1100
a)[321], vl 821], of1010],
13 4 17 3 4 2 4 6 8

p

2.12. Losen Sie mit dem Gauflschen Algorithmus die Gleichungssysteme

r—2y+3z2=4 r—2y+3z2=4 rT—=2y+3z2= 4
a)3r+ y—5z=5, b) 3r+ y—>5z=5, ¢ 3r+ y—>Hz= 5 !
20 — 3y + 32 =8 or —3y + 2z =28 or—3y+ z=13

Geben Sie jeweils auch die Réange der Koeffizientenmatrix und der erweiter-
ten Koeffizientenmatrix an und stellen Sie den Zusammenhang zu den Losbar-
keitseigenschaften der Gleichungssysteme dar! Interpretieren Sie die Ergebnisse
geometrisch!

2.13. Losen Sie mit dem GauBlschen Algorithmus das Gleichungssystem

1+ 2x9+ 3x3+4ry= 7
201 +4x9+ 3+ 314= 9
3171+ l’g—f- 9[L‘3+21’4: 1
4171 —f- 5?[72 —f- ].21‘3 —f- 5?[74 = 1]_

!

2.14. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

2x1 + 4xo =100

3?[71 + 2?[73 + 4?[75: 90

2{L‘2 + T3+ 31‘4 + X5= 75

To+ T3 + 3.%'5 = 60

T + a3+ 214 = 30
329 + 2x4+ 225= 90 !

2.15. Fiir welche Werte der Parameter a und b hat das Gleichungssystem

r—2y+3z=—-4
20+ y+ z= 2
r4+ay+2z= b
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2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

keine, genau eine bzw. unendlich viele Losungen?

Geben Sie eine spezielle und die allgemeine Losung folgenden Gleichungssystems

_ 1 -2 1 -1 3\__ (1),
a1 121 01 1) \e)

a) Wenden Sie den Gaufischen Algorithmus auf das lineare Gleichungssystem
Ty + Ty — T3 + 214 =-—8
T1 +219 + 23 — x4 = 13
201 + x9 + 223 + x4 = 11
3r1 +4x9 + 523 —3x4 = A an!
b) Fiir welche Werte des Parameters \ ist das Gleichungssystem losbar?
c) Geben Sie im Falle der Losbarkeit die allgemeine Losung des Gleichungssys-
tems an!

2 =342 3 3

a) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung an, in der x5, 23 und z5
frei gew#hlt werden konnen!

Gegeben sei das Gleichungssystem (_2 3 L0 _2> X = (8>

b) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung an, in der z, 25 und x5
frei gewéhlt werden konnen!

c) Geben Sie eine ganzzahlige Losung an!
d) Geben Sie eine nichtnegative Losung an!

e) Geben Sie eine ganzzahlige und in allen Komponenten streng positive Losung
an!

f) Geben Sie drei linear unabhéngige Losungen des zugehorigen homogenen

Sosters [(—2 310 =2)__ (0}
YRS 2 342 3)* T \o) M

g) Konnen vier Losungen dieses homogenen Systems linear unabhéngig sein?
—3x1 + 2x9 + 423+ 924 + 425 =18
3x1 — 2x9 + 223+ 614 — 15=15"
a) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung an, in der zq, x4 und z5
frei gewéhlt werden kénnen!

Gegeben sei das Gleichungssystem

b) Geben Sie eine in allen Komponenten nichtnegative und ganzzahlige Losung
an!
c) Geben Sie drei linear unabhéngige Losungen des zugehorigen homogenen
Systems
—3x1 + 229 + 43+ 924 + 425 =0
31’1 —21'2+21'3+6ZL‘4— 1'5:0
d) Koénnen vier Losungen dieses homogenen Systems linear unabhéngig sein?

an!

In einer Stanzerei werden aus Blechtafeln drei verschiedene Teile T7, 15 und T3
gestanzt. Aufgrund der Geometrie der Teile wurden vier sinnvoll erscheinen-
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de Varianten des Stanzens aus einer Blechtafel technologisch vorbereitet. Beim
Stanzen dieser Varianten entstehen folgende Stiickzahlen der Teile:

Vi Je‘\//an?/ntev Es ist nun ein Auftrag von 3 77, 2 T5 und
Anzahl T, i i 8 S 40 T35 zu stanzen. Wie oft miissen die Varian-
Anzahl T, | 1 0 1 0 ten zur Anwendung kommen, wenn moglichst
Anzahl Ty | 2 4 6 8 wenig Blechtafeln verbraucht werden sollen?

2.21. Ein Chemiebetrieb produziert vier Waschmittel, wobei drei Rohstoffe in folgen-

den Mengen verbraucht werden:
Es sind 2t R;, 3t Ry und 1t

je Tonne R3 vorhanden. Welche Waschmit-
WM; WM, WM3; WM,y tel miissen in welchen Mengen pro-
Ry (int)| 1/2 0 /2 1/4 duziert werden, damit alle Roh-
Ry (int)| 3/5 3/5 0 3/5 stoffe vollstédndig verbraucht wer-

Rs (int) | O 1 3/5  3/b den? Zeigen Sie die Eindeutigkeit
der Losung!
7.40 7.40
2.22. Zeigen Sie, dafl der Vektor | 9.40 | Linearkombination, der Vektor [ 9.40
4.25 4.60
1 10
hingegen keine Linearkombination der Vektoren | 2 | und 8 | ist!
1 3

2.23. Bei einem Bécker, bei dem keine Preisauszeichnung vorgenommen worden ist,
kauft ein Kunde 1 Brot und 10 Brotchen fiir 7.40 DM, ein weiterer Kunde 2
Brote und 8 Brotchen fiir 9.40 DM. Ein dritter Kunde, der das beobachtet hat,
soll fiir 1 Brot und 3 Brotchen 4.60 DM bezahlen.

a) Wieso kann das nicht stimmen?

b) Was mufl der dritte Kunde bezahlen, wenn die ersten beiden Kunden den
korrekten Betrag zahlen mufiten?

c) Wire dieselbe Aussage auch moglich, wenn der zweite Kunde 2 Brote und
20 Brotchen gekauft und hierfiir 14.80 DM zu zahlen gehabt hétte?

2.24. Welche der im folgenden genannten Vektorsysteme sind linear unabhéngig? Er-
mitteln Sie in allen Féllen auch die Dimension der Vektorsysteme! In welchen
Fillen handelt es sich um eine Basis des Vektorraumes R? ?

7.40 1 10 7.40 1 10
a) [ 940 |, [ 2], 8[| by | 1480 |, | 2 |.,[ 20 |:
4.60 1 3 4.60 1 3
7.40 1 10 7.40 1 10
ol 940 |, 21].[ 8] ) 1480 |, [ 2 ].[ 20 |
4.25 1 3 4.25 1 3
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2.25. Geben Sie die Losung folgender Gleichungssysteme an:

7.40 1 10 7.40 1 10
a) | 940 2 8 |x=0, b) [ 1480 2 20 | x=0,
460 1 3 460 1 3
7.40 1 10 7.40 1 10
o) 940 2 8 |x=0, d) [ 1480 220 |x=0!
425 1 3 425 1 3
2.26. Berechnen Sie (sofern existent) die Inversen der Matrizen
1 -2 3
o(52) w(ag) ol 1)
2 -3 3
1000 231 2
1 -2 3
0010 112 0
_ |
4) g’_;?’e) ooo1 ] Dloo1 2|
0100 001 2
Welcher Zusammenhang besteht bei ¢) und d) zum Ergebnis von Aufgabe 2.127

2.27. Losen Sie das Gleichungssystem — x —2y+ 3z =4
3+ y—95z=>5
20 — 3y + 3z =8
durch Anwendung der Inversen der Koeffizientenmatrix (s. Aufgabe 2.26¢) auf
die rechte Seite!

2.28. Ein Produkt wird von zwei Produzenten in unterschiedlichen Qualitdten her-
gestellt und zu Preisen p; bzw. py verkauft. Die Nachfragefunktionen lauten
N1 = —p1 +p2 + 5 und Ny = p; — po + 15, wihrend die Angebotsfunktionen
A1 =3p; —aund Ay = 5py — b seien.
a) Ermitteln Sie fiir den Fall a = 9, b = 39 die Preise, fiir die Angebot und
Nachfrage im Gleichgewicht stehen!

b) Ermitteln Sie mittels Matrizeninversion, wie sich der Vektor der Gleichge-

wichtspreise (]]j 1) aus dem Vektor des festen Aufwands (cg) errechnet!
2

111\ "'/2 4 —2\"
2.29. Berechnen Sie 2 2 4 1 —6 7 !
2 1 1 1 0 2

. . 5 . ..
2.30. Die Komponenten z; eines Vektors x = (z;),_, seien Mengen von Waren ¢ in

entsprechenden Mengeneinheiten. Ein Lager habe zu Beginn einer Woche einen
Warenbestand
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1000 800
7001 es erhalte in der Woche | 0 . . :
s |, . . 0 | und realisiere 5 Auslieferungen von je
50 eine Lieferung von |
235 250
200
20
1
5
45
Wie grof3 ist der Lagerbestand am Ende der Woche?
12 -1 -1 5 =3
2.31. Berechnen Sie AC+ BTC fir A=[4 0 3 , B= 31 2], C=
51 —4 20 4
4 2
0 —-1]"!
5 =3

2.32. Handelt es sich bei folgenden Mengen um Unterrdume des R*:

(6) <) A1) remp () wemf {(oha) <o)

5 5
2.33. a) Zeigen Sie, dass der Vektor [ 5 | Linearkombination, der Vektor | 4
4 4
1 12
hingegen keine Linearkombination der Vektoren | 2 | und 4 ] ist.
1 8

b) Bei einem Bécker soll ein Kunde fiir 1 Brot und 12 Brotchen 5 €, ein zweiter
Kunde fiir 2 Brote und 4 Brotchen 4 € und ein dritter Kunde fiir 1 Brot und
8 Brotchen ebenfalls 4 € bezahlen. Warum kann das nicht sein?

1 12 5 1 12
2.34. a) Welches der Vektorsysteme 21,1 41,15 und 21,1 41,
1 8 4 1 8

ist linear unabhingig, wann handelt es sich um eine Basis des R?® ?
b) Geben Sie die Dimensionen der linearen Hiillen der beiden Vektorsysteme

an!
0 -5
c) Stellen Sie, sofern das moglich ist, die Vektoren | 0 | und 4 | als Li-
0 4

nearkombinationen der Vektorsysteme aus a) sowie als Linearkombinationen
der Einheitsvektoren des R?® dar! Sind die Darstellungen eindeutig?

2.35. Welchen Rang haben die Matrizen
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2.36.

2.37.

2.38.

1 1 1 1 1

112 5 112 5
a) 2 4 5], by [2 4 4], c) _1 _?_i _1 _?
1 8 4 1 8 4

3 2 3 3 5

T1— 209+ x3— 24+ 3x5 =1
—T1+ To—T3+xT4— T5 =2
a) Geben Sie eine spezielle und die allgemeinen Losung an des Gleichungssys-
tems an!

Gegeben sei das Gleichungssystem

b) Welcher Zusammenhang besteht zu den Réngen der Koeffizientenmatrix und
der erweiterten Koeffizientenmatrix?
c) Geben Sie drei linear unabhéngige Losungen des zugehorigen homogenen
Systems
X1 —2To+ 23— 24+ 375 =0
—X1+ To—x3+x4— x5 = 0
d) Koénnen vier Losungen dieses homogenen Systems linear unabhéngig sein?

an!

In einer Firma werden aus Ausgangsstoffen A;, A; und Az Zwischenprodukte
Zy, Zo und Z3 und aus den Ausgangs- und Zwischenprodukten Endprodukte
FE, Es und Ej gefertigt. Im Einzelnen werden fiir eine Einheit Z; 5 Einheiten
Aq, 2 Einheiten A, und 1 Einheit Az, fiir eine Einheit Z, 6 Einheiten A; und
2 Einheiten Aj sowie fiir eine Einheit Z35 4 Einheiten A; und je 2 Einheiten As
und Az benétigt, wihrend fiir ein Stiick F; 5 Einheiten A;, 2 Einheiten Z;, 3
Einheiten Z; und 1 Einheit Z3, fiir ein Stiick 5 3 Einheiten Z; und 2 Einheiten
Z5 und fiir ein Stiick Fj3 je eine Einheit Z;, Z, und Z3 benotigt werden.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fiir den Zusammenhang von Ausgangs-
stoffen und Zwischenprodukten, fiir den Zusammenhang von Zwischen- und
Endprodukten sowie fiir den Zusammenhang von Ausgangsstoffen und End-
produkten an!

b) Ein Kunde bestellt 10 Stiick E;, 20 Stiick Es und 30 Stiick E3 sowie 20
Einheiten Z;. Welche Mengen an Ausgangsstoffen werden benttigt?

. . 21 3 4 7
Gegeben sei das Gleichungssystem (1 0 1 _2) X = (3)

a) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung an, in der z3 und x4 frei
gewihlt werden konnen!

b) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung an, in der x; und x5 frei
gewihlt werden konnen!

¢) Geben Sie die spezielle Losung an, fiir die z; = 1 und z5 = —1 gilt!

d) Gibt es eine spezielle Losung, die in allen Komponenten positiv und ganz-
zahlig ist?

e) Geben Sie die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssys-
tems an!
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2.39. Fiir welche Werte der Parameter a und b hat das Gleichungssystem
r+ y+ z2=3
r+2y+3z2=4
2c —3y+az=>
keine, genau eine bzw. unendlich viele Losungen?

2.40.Sei A = (CCL Z) eine beliebige Matrix vom Typ 2 x 2.

a) Wann existiert die inverse Matrix?
b) Berechnen Sie im Falle der Existenz die inverse Matrix A™' !

1 2 3 4
. . . 31 9 2 e
2.41. a) Invertieren Sie die Matrix 9 4 1 3 mit Hilfe des Gaufschen Algo-
4 5 12 5

rithmus!

b) Losen Sie mit Hilfe der inversen Matrix die Gleichungssyteme

1+ 2x9+ 3x3 +4x4 =0 1+ 2004+ 3x3+4xs= T
31‘1 + X9+ 9{L‘3 + 2?[74 =5 d 21‘1 + 4{L‘2 + T3 + 31‘4 =9 |
2{L‘1 + 4{L‘2 + T3 + 3?[74 =0 i 31‘1 + X9+ 9{L‘3 + 2{L‘4 =1 '
41 + 529 + 1223 + 51y = 8 41 + 5x9 + 1223 + 524 = 11

2.42. Gegeben seien die Vektoren (;), (_? ), (i)

a) Stellen Sie die Vektoren grafisch dar!

b) Berechnen Sie die Skalarprodukte zwischen den Vektoren! Welche der Vek-
toren sind zueinander orthogonal?

c) Berechnen Sie die Normen der Vektoren und normieren Sie die Vektoren
(d.h., bestimmen Sie Vektoren gleicher Richtung der Norm 1)!

2.43. a) Leiten Sie durch Quadrieren der Dreiecksungleichung fiir +vy und x—y
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung her!

2 7
b) Uberzeugen Sie sich fiir die Vektoren 1 ] und 5 | von der Giiltigkeit
der Ungleichungen! —2 —4
Kapitel 3
Eigenwerte

3.1 Determinanten

Die Determinanten benotigen wir als Hilfsmittel zur Eigenwertberechnung.
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Definition 3.1. Sei A = (a;;)1<ij<n € R™" eine quadratische Matriz.
1. Fiir n = 2 definieren wir
det A = a1,1G22 — A12021

2.n > 2: Firi,j € {1,...,n} bezeichne A;; € RO"=V*0=D diejenige Matriz,
die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A entsteht. Sei j ein
beliebiger Spaltenindex. Wir definieren dann

det A = Z aid-(—l)”j det Ai,j
1=1

(Laplace’sche Entwicklungsregel)

Satz 3.1. Seien A,B € R X € R und D eine m x m-Matriz sowie C eine
n X m-Matriz. Dann gelten die folgenden Rechenregeln fiir Determinanten:

1. Vertauscht man 2 Spalten so dndert die Determinante thr Vorzeichen

a1 ... G,Lj cee Q1 - A1
det :
a1n Qp,j Qp K Qn,n
aii a1,k ay j a1.n
= (—1)det :
A1n --- Apk -+ Qpj ... Qpnp

2. Multipliziert man eine Spalte mit X, so multipliziert sich auch die Determinante
mit den Faktor A

ai .- /\a,l?j
det : : = Adet A.

p1 .- /\a'n,j

3. det (MA) = A" det A.

4. Addiert man zu einer Spalte das Vielfache einer anderen so dndert sich die
Determinante nicht.

11 ... Q15 + )\al,k ..o Q1p
det : = det A

Ap 1 Upj + Napg .. Gpp
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5. Set R € R™" eine obere Dreiecksmatriz, d.h. r; = 0 fir k > i, also

i1 -« oo Tin
0 .
R = o ) ) , dann st
0 ... 0 7y

n
det R=1r11...7p = H Tk k
k=1

6. Fiir eine obere Blockdreiecksmatrix gilt:

AC
det (OD ) =det A-det D.

7. A st invertierbar < det A # 0.
8. det (A-B) =det A-det B,
9. det A =det AT

3.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 3.2. Eine Zahl \ € C heifit Eigenwert der Matrix A € R"*", falls ein
Vektor @ € R™ ¢ # 0 existiert mit Ax = \x. Der Vektor x mit

(A=X)x =0 (3.1)
heifst Figenvektor zum Eigenwert \.

Satz 3.2. Die Eigenwerte \; (i = 1...,n) sind Nullstellen des charakteristischen
Polynoms det(A — A\I) = 0. Die Eigenvektoren v zum Eigenwert (EW) X; bilden
einen linearen Unterraum von R™, den Eigenvektorraum zum EW \;.

Beweis: Ein Eigenvektor (EV) existiert genau dann falls (A — AI) nicht invertierbar
ist, Satz 3.1, Eigenschaft 7 liefert dann die Behauptung.

U

Bemerkung: Wire (A — \I) invertierbar, so wére die triviale Losung @ = 0 einzige
(eindeutige) Losung des Gleichungssystems 3.1.

Satz 3.3. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind linear unabhdngig.
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Beweis: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen daher an, die Eigenvek-
toren vq,...,v, zu verschiedenen Eigenwerten seien linear abhéngig. Dann gibt es
eine Linearkombination

avy+ ...+ v, =0 mit a; 0 (t=1,...,7). (3.2)

Es gilt A0 = 0 und wir setzen obige Darstellung fiir den Nullvektor ein und erhalten

0=A0= A(oq'vl + ...+ OéT’Ur) = OélA’Ul + ... OZTA'UT. (33)
Da die v; Eigenvektoren sind gilt Av = \jv; (i =1,...,r). Wir konnen also schrei-
ben

oAvy + ...+ o Av, = o+ .+ a N0, = 0. (3.4)

Wir multiplizieren Gleichung 3.2 mit A\; und subtrahieren diese von Gleichung 3.4.
Damit erhalten wir

(/\2 — /\1)0[2'02 + ...+ (/\T — )\I)Ararvr =0. (35)

Diese Darstellung fiir den Nullvektor setzen wir wieder in 3.3 ein und erhalten

()\2 — )\1))\20(2'02 + ...+ <)\r — Al))\rOér'Ur =0.

Jetzt multiplizieren wir 3.5 mit \. Dies fiihrt auf
(/\2 — /\1)(/\3 — /\2)()(3'03 + ...+ (/\7« — )\1)()\7’ — /\g)ozr'vr =0.

Das r-malige Einsetzen in Verbindung mit der Subtraktion der mit \; multiplizierten
Gleichungen fiihrt uns auf oben beschriebene Weise auf

()\r — )\1) + ...+ <)\r — )\rfl)Oér’Ur =0.

Hieraus schlieBen wir o, = 0, da die a; # ;. Durch riickwértiges Einsetzen erhalten

wir a; = 0 fiir ¢ = 1,...,r. Dies steht jedoch im Widerspruch zu unserer Annahme.
O
Satz 3.4.
e Besitzt eine Matriv A € R™"™n linear unabhingige Figenvektoren vy,..., v,
und sei B := (vy,...,v,) dann gilt fir die Diagonalmatriz D € R"*"
A1 0
D:=B 'AB-= ,
0 An
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o Ist A symmetrisch, d. h. A = A", dann ezistiert B = (vy,...,v,) mit B~ =
Al 0
B" und D= B"AB=B 'AB = ,
0 An
Dabei gilt: v v; =0 firi # j und v]v; =1 firi=j miti,j=1,...,n.

Beispiel zur Eigenwertberechnung:

Sei A = & ( _2;) _23 ) Wir haben (A — AI)x = 0 zu l6sen und berechnen

1 21 -3 A0 [(B-X -3
(A_M)_To<—3 29)‘(0 >\>_( 3B\ )

GeméB Satz 3.2 ergeben sich die Eigenwerte als Nullstellen des chakteristischen Po-
lynoms det(A — AI) = 0. Wir bestimmen:

A —% 21 29 9 2
det(log @iOA)I(m— ) (2 - )—1—O:A—5A+6:0.

10 10

Aus dieser Gleichung bestimmen wir die Eigenwerte mit der pg-Formel und erhalten
A = 2, Ay = 3. Zur Berechnung des Eigenvektors v, 16sen wir

1 3 ~
0 10 V1,1
(A_M):( : )():0
—1% 1% V1,2

und erhalten v; = ( ? )

Entsprechend 16sen wir zum Eigenwert Ao
—i5 a0 ) [ T2

(A-XD)=( 5 3 5 ) =0,
T 10 22

und erhalten v, = > Wir normieren die Eigenvektoren auf die Lénge 1 und

Lo =-L 3 sowie vy = —— Ty = —— 1
1= Ve 1 ) 2 = 2= v | _3 )

erhalten schliellich v, =

3.3 Aufgaben

3.1. Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen:
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

1 -2 3
o(52) w(sd) ol 1)
2 -3 3
1000 231 2

1 -2 3
0010 112 0
_ |
d)g_;?’e>0001’f)001—2'
0100 001 2

Welcher Zusammenhang besteht zu den Losbarkeitseigenschaften linearer Glei-
chungssysteme (bei ¢) und d) vgl. Aufgabe 2.12) und zur Invertierung von Ma-
trizen (vgl. Aufgabe 2.26)7

Ermitteln Sie die Eigenwerte und -vektoren der Matrix ( 1612 ) !

12 9
) 11 6
Sei A_<—18 _10).

a) Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A und fiithren
Sie die Diagonalisierung aus!

b) Berechnen Sie A2—A —2T und A® !

54 =2
Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix 45 2
6 6 0
und fithren Sie die Diagonalisierung aus!
2 7
Orthogonalisieren Sie das Vektorsystem 11, 5 , d.h., bestim-
-2 —4

men Sie ein orthogonales Vektorsystem, dessen lineare Hiille mit der des gege-
benen Vektorsystems iibereinstimmt!

Hinweis: Lassen Sie einen Vektor x; unverdndert und suchen Sie einen dazu orthogonalen
Vektor in der Form a2 — Az, d.h., bestimmen Sie A so, dass die beiden Vektoren zueinander
orthogonal werden! Dieses Verfahren heifit Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren.

3 —10 —-10
Gegeben sei die Matrix A = | 0 3 0
0 -5 =2

a) Berechnen Sie die Determinante!
b) Invertieren Sie die Matrix!
¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren!

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix (_i Z) im C? !
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3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

5 =20
3 ist Eigenwert der Matrix | —2 6 2 |. Ermitteln Sie die anderen beiden
0 27

Eigenwerte sowie die Eigenvektoren der Matrix! (Zur Nutzung des Ergebnisses
sieche Aufgabe 5.5)

Sei  Eigenvektor zum Eigenwert A der Matrix A, ferner sei I wie {iblich die
Einheitsmatrix.

a) Vereinfachen Sie den Ausdruck (A*—A—21)x !

b) Geben Sie fiir die Matrizen aus den Aufgaben 3.3 und 3.4 die Eigenwerte
und Eigenvektoren von A = A>—A—21 an!

c) Geben Sie fiir die Matrix aus Aufgabe 3.3

) (11 6 16\ ( 11 6\ (10
A_A_21_<—18 —10)(—18 —1o> (—18 —10) 2(0 1>

an, ohne die Matrizenmultiplikation usw. auszufiihren!

-2 0 =5
Gegeben sei die Matrix 0 3 0
3 0 6

a) Berechnen Sie die Determinante!

b) Invertieren Sie die Matrix!

c) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren!
d) Fiihren Sie die Diagonaliserung aus!

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix ( _g g ) im kom-

plexen Vektorraum C? !

Kapitel 4
Vektorgeometrie im R?

4.1

Vektoren und ihre Produkte

Wir charakterisieren jeden Punkt P durch einen Vektor P vom Nullpunkt aus in
Richtung P mit Komponenten

Pl 3
P=| P |=) Pe,
P3 =1

mit dem ¢-ten Einheitsvektor e;.
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Der Winkel zwischen zwei Vektoren a, b € R? ist gegeben durch

a-b
lal|b]

COS ¥ =

Cosinussatz Sei ¢ = a — b, dann gilt |a — b|*> = |a|? — 2|a]|b| cos a + |b|?

ai Na—b

b
Beweis: |a —b*> =(a—b)-(a—0)
=a-a—b-a—a-b+b-b
= |al? + |b|* — 2]a||b| cos «
Als Spezialfall erhalten wir den Satz des Pythagoras. Denn in diesem Fall steht der

Vektor a senkrecht auf dem Vektor b, mithin ist a L b gleichbedeutend mit a - b = 0,
weshalb der letzte Term im Cosinussatz entfillt, also |a — b|? = |a|? + |b|?.

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren a = (a1, as,a3)” und b = (by, bo, b3)7 ist defi-
niert durch

agbg — a,gbg
axb:=| aby —arby | =det( e,a,b ), mite:=e;+er+es.
albg — a261

Der Vektor a x b ist orthogonal zu der durch a und b aufgespannten Ebene. Sein
Betrag ist gegeben durch |a x b| = |al|b||sina| und seine Richtung ist durch die
»,Rechte Handregel“ definiert.

A

axb (Zeigefinger)

b »
(Mittel fehooh \N—"
finger) a

(Daumen)

Es gelten folgende Rechenregeln:

Satz 4.1. Seien a, b, ¢ € R3 und a € R, dann gilt

1. axb=-bxa, Antikommutativitdt
2. alaxb)=(aa) xb=a x (ab)

3. ax(b+c)=axb+axc
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4. ax(bxec)=(a-c)b—(a-c)c (Graffmann)
5 (axb)-(exd)=(a-c)b-d)—(b-c)(a-d)
6. la x b]*>=|al* x |b]* - (a-b)? (Lagrange)

Orthogonale Zerlegung

Seien a,b € R3, dann existiert genau ein Vektor ai- und ein ay mit ai- Lb, d.h.
ai -b =0 und ai + ay = a. Die Zerlegung in eine Summe orthogonaler Vektoren
wollen wir orthogonale Zerlegung nennen.

Dabei ist ag = Ab mit geeignetem A\ € R, d.h. ay ist parallel zu b. Es gilt

a-b
ay = |a|cosozm: E - b
L a-b
ab a ‘b|2 *
b x (a x b)
A
"’b oP
\
a
at
ao b

Satz 4.2. (Spatprodukt)
Seien a,b,c € R3, dann gilt V = det(a, b,c) = a- (b x ¢)

4.2 Geraden und Ebenen im Raum

1. Parameterdarstellung einer Geraden
(a) durch 0 in Richtung des Richtungsvektors r, G = {x|z = ar mit o € R},
falls die Gerade durch den Nullpunkt geht,

(b) durch p € R?® mit G = {x|z = p + ar mit o € R} mit dem Richtungsvek-
tor r. Sind zwei Geradenpunkte p, q € G gegeben, so ist p — q Richtungs-
vektor, also G = {z|x = p+ a(p — q) mit a € R}.
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2. Parameterdarstellung der Ebene

(a) durch 0 und zwei linear unabhéngigen Vektoren s, ¢, die in der Ebene liegen
E={x:xz=as+pt, «,F¢cR}, wenn die Ebene durch den Nullpunkt
lauft.

(b) durch p und zwei linear unabhéngige Vektoren s, t die in der Ebene liegen
E={{x:x=p+as+ ft,a,f € R} im allgemeinen Fall. Sind drei
Ebenenpunkte A, B, C gegeben, so erhilt man die Parameterdarstellung
der Ebene durch p=A, s =C — A und t = B — A, vorausgesetzt s und
t sind linear unabhéngig, d.h. die Punkte A, B, C liegen nicht auf einer
Geraden.

Alternativ gilt E = {x : det (x, s,t) = 0}, dies bedeutet  Ls und x_Lt.

Der Vektor n = éia steht orthogonal auf £ und heifit Normaleneinheitsvektor.

Die Darstellung £ = {x € R® : nz = d, d > 0} heifit Hesse’sche Normalform.
Der Abstand D eines Punktes @ von der Ebene ergibt sich aus D = Q - n — d.

y
r
b
" Skizze zur Parameterdarstellung
s
r
p
p+ (as+ fr)

Skizze Hesse-Normalform
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n| =1

4.3 Aufgaben

4.1. Gegeben sei das Dreieck mit den Eckpunkten A(6,—5), B(5,1) und C(-3,13).
Geben Sie die Seitenhalbierende der Seite BC' vektoriell an und ermitteln Sie
ihre Lange!

4.2. Geben Sie die Gleichung der Ebene durch die Punkte (1,1,0), (2,3,3) und
(1,2,4) in Parameterform und in parameterfreier Form an!

4.3. In welchen Punkten schneiden folgende Geraden die Ebene durch die Punkte
(1,1,0), (2,3,3) und (1,2,4):

T 5 2 T 5 3 T 2 3
a)ly|=8]|+r|3]|, b)ly]|=|8|+r| 8|, o |y|=4]|+r| 8]7
z 6 1 z 6 17 z 7 17

Welcher Zusammenhang besteht zur Losung von Aufgabe 2.10a)?

4.4. Gegeben sei das Dreieck mit den Eckpunkten A(1,1,1), B(2,—1,4) und C'(4, 2, —4).
a) Berechnen Sie die Seitenldngen des Dreiecks!
b) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Dreiecks!
c¢) Berechnen Sie den Winkel beim Punkt A !
d) Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Dreiecks mit Hilfe des Kreuzproduktes!
)

4.5. a) Ermitteln Sie mit Hilfe des Kreuzproduktes die Gleichung der Ebene, die

1

die Punkte (3,1, 1) und (2, 2,2) enthélt und zum Vektor | 2 | parallel ist!
1
a

b) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes von P(—10,6,—10) auf diese Ebene
und den Lotfuflpunkt!

c) Wie groB ist der Abstand des Punktes P(—10,6, —10) von der Ebene?
4.6. Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene
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4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

a) durch die Punkte (0,0,0), (2,1, —2) und (7,5, —4),

b) durch die Punkte (1,1,1), (3,2, —1) und (2, 3, 3),
2

¢) durch den Punkt (1,1, 1), auf der der Vektor | —2 | senkrecht steht!
1

In welcher Beziehung liegen die Ebenen zueinander?

In welchen Punkten bzw. Kurven schneiden sich die Ebenen

a) r —2y+3z2=4,3x+y—52=>5 und 2z —3y+3z= 8§,
b))z —2y+32=4,3x4+y—52=5 und bx—3y+ z= 8§,
c)r—2y+32=4,3xr+y—52=5 und br—3y+ 2=137

Die Ebene E sei durch die Punkte (2,1,0), (5,2,1) und (4,0,0) gegeben.

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene in Parameterform und in parameter-
freier Form!

b) Geben Sie die Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenachsen und die
Schnittgeraden der Ebene mit den Koordinatenebenen an!

¢) Bestimmen Sie die Schnittgerade der Ebene E mit der Ebene z+3y+2z = 3!

d) Ermitteln Sie den FuBBpunkt des Lotes vom Punkt P(6, 14, —12) auf die Ebe-
ne F sowie den Abstand zwischen dem Punkt P und der Ebene E!

Die Ebene E sei durch die Punkte (1,0, 1), (2,2,0) und (3, —1, —2) gegeben.

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene in Parameterform und in parameter-
freier Form!

b) Geben Sie den Schnittpunkt der Ebene mit der z—Achse und die Schnittge-
rade der Ebene mit der z—y—Ebene an!

c) Bestimmen Sie die Schnittgerade und den Schnittwinkel der Ebene E mit
der Ebene z + 3y + 2z =3 !

d) Ermitteln Sie den Fupunkt des Lotes vom Punkt P(17,2,9) auf die Ebene
E sowie den Abstand zwischen dem Punkt P und der Ebene E!

Seien a, b und ¢ die Ortsvektoren der Eckpunkte eines Dreiecks ABC' sowie
Sa, sp und s¢ die (Richtungs-, d.h. freien) Vektoren der Seitenhalbierenden zu
den gegeniiberliegenden Seiten. Berechnen Sie a + %8 A, b+ %s p und ¢+ %sc !
Welche geometrischen Aussagen konnen aus dem Ergebnis geschlossen werden?

Die Ebene E sei durch die Punkte (1,1,1), (2,—1,4) und (4,2, —4) gegeben.
a) Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene in Parameterform und in parameter-
freier Form!

b) Geben Sie den Schnittpunkt der Ebene mit der z—Achse und die Schnittge-
rade der Ebene mit der z—y—Ebene an!

c¢) Bestimmen Sie die Schnittgerade und den Schnittwinkel der Ebene E mit
der Ebene 3x 4+ 2y + 32z =4!
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d) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes vom Punkt (6,5, 6) auf die Ebene £
und den Lotfuflpunkt!

e) Wie groB ist der Abstand des Punktes (6,5,6) von der Ebene E?

5 —4
4.12. Die Ebene E enthalte die Gerade =1 4 | + s 6 und sei zur Gerade
7 4 2 1
T = 18 | +s | 3 | parallel.
—21 2

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene E in parameterfreier Form!

b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt und den Schnittwinkel der Ebene E mit
der y—Achse!

c) Bestimmen Sie die Schnittgerade und den Schnittwinkel der Ebene E mit
der z—z-Ebene!

d) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes vom Punkt (7, 18, —21) auf die Ebene

E!
e) Bestimmen Sie den Abstand zwischen dem Punkt (7,18, —21) und der Ebene
E!
1 —2 3
4.13.S¢ia=| 3|, b= 1] und ¢ = | —5 |. Berechnen Sie b x ¢ sowie das
2 -3 3
Volumen des von den Vektoren a, b und ¢ aufgespannten Spates (Parallelepi-
peds)!
4.14. Gegeben seien die Punkte A(0,1,1), B(1,2,3), C(4,3,7) und D(2,5,11). Vom
—_— — —
Punkt A ausgehend werde von den Vektoren AB, AC' und AD ein Spat aufge-
spannt!

a) Bestimmen Sie alle Eckpunkte des Spates!

b) Ermitteln Sie das Volumen des Spates!

c) Ermitteln Sie den Fldcheninhalt der Oberfldche des Spates!
)

d) Ermitteln Sie fiir alle den Punkt A enthaltenden Seitenflichen die Winkel
beim Punkt A !

4.15. a) Berechnen Sie den Fliacheninhalt des von den Vektoren a = (al) und

5)
_(h
(i)
aufgespannten Parallelogramms!
b) Welches dreidimensionale Analogon hat das Ergebnis?

Kapitel 5
Hauptachsentransformation
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Im folgenden Kapitel wollen wir uns mit der Hauptachsentransformation befassen.
Die positiv definiten symmetrischen Matrizen spielen in diesem Zusammenhang ein
besonders wichtige Rolle, weshalb wir in Abschnitt 5.1 nidher auf deren Eigenschaften
eingehen wollen.

5.1 Positiv definite symmetrische Matrizen

Eine symmetrische Matrix, charakterisiert durch A = A’ heiBt positiv definit, falls
Az > 0 fiir alle x € R” ist.

Satz 5.1. Die Matriz A ist genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren, d.h.
alle Unterdeterminanten det(Ay) mit Ay = (aij)ij=1,. .k k=1,...,n positiv sind.

.....

Wir benétigen zum Verstdndnis der Hauptachsentransformation den Begriff der Ko-
ordinatentransformation, den wir in Abschnitt 5.2 naher beleuchten.

5.2 Koordinatentransformationen

Eine Koordinatentransformation ist der Ubergang von kartesischen Koordinaten
(0,eq,...,e,) zu einem schiefwinkligen Koordinatensystem K = (p, by, --,b,) mit
Ursprung p € R"™ und der Matrix B = (by,--- ,b,), wobei die Vektoren by,...,b,
linear unabhéngig sind.

Seix = > we; = > &b+ pmit &€ = S l,p= : und det(B) # 0, dann

i=1 i=1
&n Pn
ist £ = B§ 4+ p und € = B™!(x — p). Einfachheitshalber sei im folgenden p = 0.

Sei C € R und y = Cx = > n;b, = Bn und * = BE, dann folgt daraus
i=1

y = CB¢ = Bn baw. 1 = B-'CBEt.

Betrachten wir 7; als die Komponenten von y bzgl. der Basis B = {by,...,b,}, so
wird die Wirkung der Matrix A auf einen Vektor @ in der Basis B durch die Matrix
B 'CB realisiert.

Bemerkung 5.1. Im Fall symmetrischer Matrizen A € R™"™ existieren Figenwerte
Al ..., A\ und Eigenvektoren vy, ..., v, mit |v;| =1, i={1,...,n} die ein (ortho-
gonales) Basissystem aufbauen, d.h.

1 fallsi=j
T .= L. = ’
Ui 05 = 0 { 0, sonst.

Beziiglich dieser Basis besitzt die durch A bewirkte lineare Abbildung die Darstellung
VAV = VTAV = diag(\y, ..., \) = A, V = (vy,...,v,).
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5.3 Quadratische Formen und Hauptachsentrans-
formation

Ein quadratisches Polynom in n Variablen x, ..., 2, ist ein Ausdruck der Form
Plz)=z"Az +2a"x +~

mit A = AT ¢ R g 2 € R” und v € R,

Unter einer quadratischen Form verstehen wir die Teilmenge ) des R", fiir die gilt

Q={xeR": P(x)=0}.

Durch eine geschickte Koordinatentransformation, die sogenannte Hauptachsentrans-
formation, ist es nun moglich, jede quadratische Form in eine recht einfache Normal-

form zu iiberfithren. Seien dazu A4, ..., A, die Eigenwerte von A mit Ay,..., A, >0,
Mgty oo s Appr < 0und Ayqpy1,..., A, = 0, wobei auch p, v = 0 moglich ist. Wei-
terhin seien vy, ..., v, die zugehorigen Eigenvektoren mit v! v; = §; ;. Dann gilt fiir
x=x(§) =VE

P() = Px(£)=P(VE) =¢"VIAVE+2a"VE+ v
= EVIVAVIVE +2a"VE+~
ETAE+2aTVE+~=0.

Setzen wir nun noch &€ = £(z) = z — b mit

(Va), A\t falls \; # 0

[ 2

b= (b1,...,b,) undb@—{o’ falls A\; =0

so erhalten wir

P(z) = P((2)=(z-b)TA(z—b)+2a"V(z—b)+~
2'Az+2a"2+d=0

mit a; =0 fiir = 1,..., u + v. Diese Substitution entspricht einer Verschiebung des
Ursprungs, um die linearen Terme soweit moglich zu beseitigen Gilt jetzt a = 0, d.h.

P(z)=2"Az+d =0, (5.1)

so sind wir fertig. Andernfalls kénnen wir wir einen Index ¢ mit a; # 0 wéahlen und
erhalten durch Verschieben des Ursprungs um —d/(2a;) Einheiten in z;—Richtung die
Form

~

P(z)=z2z"Az+2a"2=0
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Jetzt setzen wir noch ¢; = (@u4p41,...,0,)" /@] und ergénzen ¢, durch ¢s,. ..,
@n—pu—v zu einer Orthonormalbasis des R"7#7". Die abschlieBende Transformation

. I,., O :

z:[ % @]z mit © = [¢1,. .., n_p_]

fithrt schliefSlich auf
p(%) == ATA,% —|— 2&/u+l/+12u+l/+1 == 0 (52)
Die Gleichungen 5.1 und 5.2 fithren uns somit auf folgenden Satz

Satz 5.2 (Normalform). Sei Q) = {x € R": P(x) =0} eine quadratische Form in
R™. Dann gibt es eine Koordinatentransformation & = B~ (x — p) mit det(B) # 0,
natirliche Zahlen p, v sowie reelle Zahlen 3; > 0 miti =1,..., u+v, so dass Q) in den

neuen Koordinaten durch eine der folgenden Gleichungen, die auch als Normalformen
bezeichnet werden, beschrieben wird:

M"‘;
TN
|
]
YL
Il

(@)

s
Il
—

M §2 ptvo o
Z_z _ N
5= D
=1 ﬁl i=p+1 ﬁl
e §2 v 2
(] (]
Z_g— Z 22 €u+u+1-
i=1 B i=pt1 B

Beispiel 5.1 (Normalformen im R?). Haben wir eine quadratische Form
Q = {(z1,12)T € R? : P(xy,25) = 0} auf ihre Normalform gebracht, so kénnen wir
Informationen iber die Art der durch P(x1,x4) = 0 beschriebenen Fliche gewinnen.

Es liegt

2 2
1. @m Falle p =2, v =0, %jt% = 1 eine FEllipse mit den Halbachsen 31 und [Ba;
1 2
. _ & &g ,
2. 4m Fallep =1, v =1, = — == =1 eine Hyperbel;
Bi B
. N S S
3. im Falle p=1, v =0, ? =&, eine Parabel
1

vor.
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5.4

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6

5.7.

5.8.

Aufgaben

Aus dem kartesischen Koordinatensystem (z,y) der Ebene gehe durch Verschie-
bung des Koordinatenursprungs in den Punkt (2,4) und Drehung um 45° in
positive Richtung das Koordinatensystem (&, n) hervor. Beschreiben Sie die Ge-
rade y = % + 3 in dem neuen Koordinatensystem!

Beweisen Sie, dass sich jede orthogonale zweireihige Matrix in der Form
cosa  Fsina
sinaw  £cosa

Koordinatentransformationen mit orthogonalen Matrizen?

darstellen lidsst! Welche Folgerung ergibt sich daraus fiir

Fiithren Sie fiir die Kurve 1622 + 24xy + 9y* + 202 + 140y + 500 = 0 die
Hauptachsentransformation aus und stellen Sie diese grafisch dar!

a) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation fiir die Kurve 2zy++v/2(z+y) = 0
durch!

b) Zeichnen Sie die Kurve!
Bringen Sie unter Benutzung des Ergebnisses von Aufgabe 3.8 die Gleichung

der Fliche 52 + 6y? + 722 — 4xy + 4yz — 108 = 0 in Hauptachsenform! Um
was fiir eine Flache handelt es sich?

. Fiithren Sie die Hauptachsentransformation fiir 522+8y?+52%+8xy—2x2+8yz =

12 aus! Um was fiir eine Fliche handelt es sich? Wie grof3 sind die Hauptach-
senabschnitte? Skizzieren Sie die Fliche in den transformierten Koordinaten!
Gegeben sei die Fliche 22 + 5y% + 22 + 2zy + 622 + 2yz = 0.

a) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation durch!
Hinweis: 6 ist ein Eigenwert.

b) Bestimmen Sie die Gleichungen der Schnittkurven der Flache mit den Koor-
dinatenebenen des transformierten Koordinatensystems! Um was fiir Kurven
handelt es sich?

¢) Um was fiir eine Fléche handelt es sich?

d) Skizzieren Sie grob die Fliche in den transformierten Koordinaten!

Untersuchen Sie mit Hilfe der Hauptminoren, ob folgende Matrizen positiv bzw.
negativ definit sind:

o (71) w(er) 9o( ) o (3 D)

1 2345

:?:;88 2 12 3 4
e) 321 2 3!

00 =20 4 3 2 1 2

00 0 =2 5 4 3 21

65



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

Berechnen Sie fiir a) bis e) auch die Eigenwerte der Matrizen! Welcher Zusam-
menhang besteht zur Definitheit?

5.9. a) Zeigen Sie, dass durch die Gleichung 2522 + 150z + 9y? — 36y + 36 = 0 eine
Ellipse beschrieben wird!
b) Geben Sie den Mittelpunkt und die Halbachsen der Ellipse an!
c¢) Transformieren Sie die Koordinaten so, dass der Mittelpunkt der Ellipse im
Ursprung des neuen Koordiantensystems liegt!

5.10. Gegeben seien die Kurven
(I) 42% + 25y* — 56z + 100y + 196 = Ound(II) 2z?% + 2y* — 28z + 20y + 76 = 0.
a) Um was fiir Kurven handelt es sich? Bestimmen Sie ggf. ihre Mittelpunkte

und Halbachsen!
b) Skizzieren Sie die Kurven!

5.11. Aus dem kartesischen Koordinatensystem (x,y) der Ebene gehe durch Drehung
um 45° in positive Richtung das Koordinatensystem (&, n) hervor. Transformie-
ren Sie die Gleichung xy = 8 in das neue Koordinatensystem! Skizzieren Sie die
Kurve! Um was fiir eine Kurve handelt es sich?

22

5.12. Im kartesischen Koordinatensystem (x,y) der Ebene sei die Gerade y = 4x—|—1—
gegeben. Bestimmen Sie die Gleichung dieser Gerade in dem Koordinatensystem
(&,m), das aus dem System (z,y) durch Verschiebung des Koordinatenurprungs

27 20 12
in den Punkt (z,y) = I3 1—3) und Drehung um den Winkel arctang in
positive Richtung hervorgeht!
Hinweis: Die Verwendung der Zahlen 13, 12 und 5 soll die Rechnung zahlenméfig vereinfa-
chen. Warum ist das so?

5.13. Gegeben sei die Kurve 5022 — 240zy + 288y% + 1042 — 689y + 169 = 0.

a) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation durch!

b) Um was fiir eine Kurve handelt es sich?

¢) Um welchen Winkel wurde das Koordinatensystem bei der Hauptachsen-

transformation gedreht?

d) Skizzieren Sie die Kurve unter Angabe beider Koordinatensysteme!
5.14. Gegeben sei die Fliche 822 + 5y? + 522 — 4oy — 4xz — 8yz = 144.

a) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation durch!

b) Um was fiir eine Fléche handelt es sich?

c) Skizzieren Sie die Fléche im transformierten Koordinatensystem!
Kapitel 6

Lineare Optimierung
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6.1 Allgemeine Form
Ein lineares Optimierungsproblem besteht aus folgenden Elementen:

1. einer Zielfunktion c¢;z; + cexe + ... + ¢,x,, — maxbzw. min

2. den Nebenbedingungen a;;z; + ... + a1z, > b

A, 171 + ... + AmnTn B> bm
3. den Nichtnegativitidtsbedingungen z; > 0,...,z, > 0.

Gegeben sind die Koeffizienten ¢; und a; ; mit 1 <¢<m, 1 <j <n.

Die Nichtnegativitdtsbedingungen kénnen unvollstindig sein oder ganz fehlen.

Die Zeichen >< stehen fiir ,<“ /> oder ,="“ und koénnen in jeder Zeile eine andere
Bedeutung haben.

Definition 6.1 (Zuliissiger Bereich). Ein Vektor x = (z1,...,x,)T € R™ heifst zuldssi-
ge Losung, falls er 2. und 3. erfillt. Die Menge aller zuldssigen Ldsungen heift
zulédssiger Bereich.

Definition 6.2 (Optimallosung). Eine zulissige Losung, die die Zielfunktion opti-
miert, heifit Optimallésung.

Die Kurzschreibweise des linearen Optimierungsproblems lautet mit einem Koeffizi-
entenvektor ¢’ = (cy,...,¢,)" und der Koeffizientenmatrix A = (a; ;) € R™*"

1. ¢"x — max bzw. min

2. AwDQb, b:(b17"'7bm>T

3. x>0.

6.2 Grafische Losung fiir n =2

1. Bestimmung des zuldssigen Bereiches B

(a) Der zulédssige Bereich B wird begrenzt durch

e die Koordinatenachsen

o die Geraden G; : a;x = ;171 + a;202 = b;, 1=1,...,m.
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(b) Zu entscheiden ist, ob die Punkte im zuldssigen Bereich jeweils oberhalb
oder unterhalb den Geraden G; liegen. Aufgrund der Nichtnegativitéitsbe-
dingungen liegt B auf jeden Fall im 1. Quadrant. Eine eindeutige Losung
kann es nur dann geben, wenn der zuldssige Bereich ein Vieleck ist.

2. Zeichne Hohenlinie(n) (Gerade G* : ¢1z1 + cox2 = «) und priife in welche
Richtung K = ¢121 + coxe wichst (oder fillt).

3. Verschiebe G solange parallel, bis G* nur einen gemeinsamen Punkt mit B
besitzt. Dieser Punkt ist die Optimallosung. Berechne den Wert der Zielfunktion
K an dieser Stelle.

Beispiel 6.1.

2x1 + 8rys — min
T+ ) S 500
Ty + 3.%'2 < 900
3r1 + 2x9 < 1200
T1,Ty > 100

Bemerkung 6.1. Lisungsverhalten:

1. Ist der zuldssige Bereich micht leer und beschrinkt, so existiert mindestens ei-
ne Optimallosung. Dabei existieren entweder genau eine oder unendlich viele
Lésungen.

2. Ist der zuldssige Bereich unbeschrinkt, so tritt genau einer der folgenden drei
Fdlle ein.

(a) Es gibt keine Lisung.
(b) Es gibt genau eine Optimallosung.
(¢) Es gibt unendlich viele Optimallésungen.

6.3 Transformation auf Normalform

Definition 6.3 (Normalform einer LOA). FEine lineare Optimierungsaufgabe liegt in
Normalform wvor, falls

1. ¢’ — max
2. Ac=b,b>0

3. x>0.

68



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

Die Positivitat der b; und die Forderung nach einer Maximierungsaufgabe lassen sich
durch die Multiplikation der entsprechenden Nebenbedingung mit (—1), bzw. durch
Multiplikation der Zielfunktion mit (—1) erreichen.

Das Gleichheitszeichen in den Nebenbedingungen erhélt man, indem man sogenannte
Schlupfvariablen einfiihrt, die nichtnegativ sein miissen.

Beispiel 6.2. FEinfiihren von Schlupfvariablen

a) Ty + 2z9 <140 & x1 + 229 + uy = 140, w3 >0

b) 33'1-'-233'22140<:>$1+2$2—U1:140, ulz()

Jr

i —

Fehlende Positivititsbedingungen lassen sich durch Variablenerweiterung x; = x
x; , mitx;, x>0, erreichen.

Satz 6.1. Jedes lineare Optimierungsproblem lisst sich durch ein lineares Optimie-
rungsproblem in Normalform ersetzen.

Beispiel 6.3. Wir greifen Beispiel 6.1 nochmals auf. Diese Aufgabe hat die folgende
Normalform.

—271 — 89 — max, a1= a1 — 100, Ty= x5 — 100
— -2 5;'1 — 8 %2 — max
Ti+  To 4+ uy = 300
T+ 31, + Uy — 500
31,4+ 21, + uz3 = 700

AV
o

L1, Tg, U, Uz, U3
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Zusammenfassung der Transformation einer LOA in die Normalform

Ausgangsaufgabe | Transformation Ergebnis Bem.
c'z — min (—1) —cl'z — max
b <0 (—1) — ilamxj =—b; >0
iz
i a; jx; < b i a; jxj +u; = b Schlupfvar.
"~ "~ u; >0
i a; jx; > b; i a; jT; — u; = b Schlupfvar.
"~ "~ u; >0
x; <0 (—1) —z; >0
r; € R beliebig T; = x;L —x;
x>0,z >0
T <5 gi::Sz—xl>O
x; > S %i::xz—SZZO

6.4 Basislosungen

Wir gehen von einer linearen Optimierungsaufgabe in Normalform aus.

T

c'rx — max
Ax = b>0 (%)
x > 0

O.B.d.A. ist A € R™*™ mit

e m < n und

e rang A =m.
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Durch Gau$-Elimination iiberfithrt man Az =b in (I,,, R)Jx =b bzw. mit = =
(xp,xy) in I,xp+ Rxy=0>b dh <zxefilt Ax=b<+= (I,,,R)x =0>b.

Definition 6.4 (Basisvariablen). Die m-Komponenten von xp heissen Basisvaria-
blen, wdhrend die n —m Komponenten von xy Nichtbasisvariablen heissen.

Definition 6.5 (Basislosungen). Jedes & = (x5, x%)" = (b",07)7, dies ist gleichbe-
deutend mit xg = b xy = 0) heifst Basislosung.

Eine Basislosung heift zuléissig, falls b > 0 und folglich = (b”,07) > 0.

Zwei Basislosungen heissen benachbart, falls genau m — 1 Basisvariablen identisch
sind.

6.5 Der Simplexalgorithmus

Ausgangspunkt ist eine zuléssige Basislosung einer LOA in Normalform. Man bestim-
me eine benachbarte zuldssige Basislosung mit zumindest nicht schlechterem Zielfunk-
tionswert.

Teilschritte:

1. Bestimme eine Nichtbasisvariable, die zur Basisvariablen wird!
2. Bestimme eine Basisvariable, die zur Nichtbasisvariablen wird!

3. Fithre die Gau3-Elimination durch!

6.5.1 Auswahl der neuen Basisvariablen

Es seien x4, ..., z,, die ,alten“ Basisvariablen. Wir definieren Optimalitédtsindikatoren

m
A, = cjaij— ¢, t=m+1,...n.
=1

Satz 6.2. Die Aufnahme von xp, k € {m—+1,...,n} in die Menge der Basisvariablen
fiihrt zu einem nicht schlechteren Zielfunktionswert, falls A, < 0. Ist A; >0, fiir alle
j=m+1,...,n, dann ist die zulissige Basislosung eine Optimallosung.

Bemerkung 6.2. Bei der Anwendung des Liosungsverfahrens wdhlt man k € {m +
1,...,n} so, dass Ay, = min,,«j<, A; gilt.
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6.5.2 Auswahl der Nichtbasisvariablen

Die neue Nichtbasisvariable muss so gewéhlt werden, dass die neue Basislosung auch
eine zuldssige Basislosung ist.

Seien z1,...,x, die alten Basisvariablen und z; die neu hinzukommenden. Fiir alle
Jj € A{L,...,m} mit a;; > 0 bestimmt man die Quotienten ©; = ab—]k > 0 und wéhlt
v
den Index [ € {1,...,m} so, dass ©; = min O, gilt.
1<j<m

Falls dies nicht moglich ist, das heifit, falls es ein k € {m + 1,...,n} mit A, > 0
und a;;, < 0 fiir alle j € {1,...,m} gibt, dann besitzt die lineare Optimierungsauf-
gabe keine Losung. Die Zielfunktion ist iiber dem zulédssigen Bereich nach oben hin
unbeschrankt.

6.5.3 Das Simplexschema

Das angesprochene Vorgehen 148t sich iibersichtlich im Simplexschema darstellen:

BV c¢p c1 Cy ... Cm Cm+l .- Cp rp | ©
1| m o 1 0 0 a1,m+1 a1, | b
Ty Cg 0 1 0 a2, m+1 a2.n by
m| Ty Cm 0 0 1 (g — Umn | bm
Al =0 Am =0 Am—i—l An CTQ,'B

Beispiel 6.4. Es liegt folgende lineare Optimierungsaufgabe in Normalform vor:

Zielfunktion: — 227 — 8719 = 2z — max
%ZL‘l “+x9 —%Ug = 350
%ZL‘l +uy —%Ug = 50
Toy +uy —3uz = 550
3 1
(2! 2\ /350
Das heifit: ¢ = (-2,-8,0,0,0), A= |3 1 -3, b=150
7 1 -3 550
2 2

Da zu x9, uy und us Finheitsspalten gehdren, bietet es sich an, diese Variablen als
Basisvariablen zu verwenden.
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BV cg| -2 =8 00 0 tp=0b| ©
zn —8[1,5 1 00 —3 350 | 7
w 0105 0 10 —3 50 | 100
u, 0135 0 01 3 550 | 40
—10 0 0 0 4]z=-2800
Erlduterung:

Ay = —=-(—8)—0=4
o, _ 350 _ 700
1,5 3
50
0, = =100
550 1100
O = 35 7

— 1z wird neue Basisvariable und u, stattdessen Nichtbasisvariable.

BV e¢g| -2 =8 0 0 0| zp=b| O
1| ze -8 0 1 -3 0 1 200 | 200
2y =211 0 2 0 -1 100 | —
3l u 010 0 =7 1 2 200 | 100
0 0 20 0 —6|—18000
1|22 -8, 0 1 0,5 —-0,5 0 100 | 200
rn —-2(1 0 -1,5 0,5 O 200 | —
3lus O] 0 0 -3,5 05 1 100 | —
0 0 -1 3 0 —1200
1w 0] 0 2 1 -1 0 200 | —
2l xy =211 3 0 -1 0 500 | —
3lug 010 7 0 -3 1 800 | —
0 2 0 2 0 —1000

Die Optimallosung liegt bei (500, 0,200, 0,800)T und ergibt einen optimalen Zielfunk-
tionswert von -1000.
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6.5.4 Die Zweiphasenmethode

Der bisher vorgestellte Simplexalgorithmus setzt voraus, dass wir eine zulassige Ba-
sislosung als ,,Startvektor® zur Verfiigung haben. Bei , kleineren Problemen® l&sst
sich eine solche durch systematisches Probieren bestimmen. Wir wollen nun eine Me-
thode vorstellen, mit der man durch Losung eines Hilfsproblems sich eine zulédssige
Basislosung systematisch beschaffen kann.

Sei die L.O.A.
¢’z — max Ax =b >0, x>0

gegeben. Dazu betrachten wir, um eine zulédssige Losung zu erhalten das folgende

Hilfsproblem: (z1,..., T, v, ..., 0p) = (%)

H1) —(1,...,1))v =—> v; —» max

H2) (A, I) (%) =b

H3) >0, v>0
Dieses Problem besitzt folgende Eigenschaften:

1. Wegen H3) ist die Zielfunktion —v; — vy — ... — v, <0, d.h. der optimale Wert
ist < 0. Falls dieser gleich Null ist, dann ist die Optimallésung von H, v¥ = 0,
d. h. off = ... = v =0 und wegen (A, I,,)(z",0)" = Az" = b und wegen

H3) = > 0 ist £ eine zulissige Basislosung der L.O.A.

2. v=b>0 x:=0 ist eine zuliissige Basislosung von (H).

Damit kann der Simplexalgorithmus fiir das Hilfsproblem gestartet werden.
3. Es gilt:

Satz 6.3. Das Hilfsproblem besitzt immer eine optimale Losung.

Beweis: Der zuléssige Bereich ist nicht leer (siehe (2)) und die Zielfunktion ist
nach oben beschrankt.

g

4. Falls fiir die Optimallésung —(1, ..., 1)vf > 0 gilt, d.h. es gibt ein v < 0, dann
existiert keine zuléssige Basislosung der L.O.A.
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6.6

6.1.

6.2.

6.3.

6.4

Aufgaben

In einem Betrieb werden aus Rohstoffen R; und Ry Erzeugnisse F; und Ej
hergestellt, wobei je Erzeugnis E; 3 Geldeinheiten und je Erzeugnis Ey 7 Geld-
einheiten Gewinn erwirtschaftet werden.

Fiir die Herstellung eines Erzeugnisses E; werden 1 Einheit Ry, 2 Einheiten
R,, 5 Einheiten Energie und 20 Minuten Arbeitszeit benétigt, wahrend fiir die
Herstellung eines Erzeugnisses Fs je 3 Einheiten R; und R,, 8 Einheiten Energie
und 1 Stunde Arbeitszeit benotigt werden.

Stellen Sie das Modell fiir die Gewinnmaximierung auf, wenn insgesamt 50 Ein-
heiten Ry, 60 Einheiten Ry, 150 Einheiten Energie und 24 Stunden Arbeitszeit
zur Verfiigung stehen!

In einer Tischlerei sind unter anderem drei Sorten Tische in der Produktion.
Die Lieferung einer gewissen Anzahl von Tischen wurde bereits fest vereinbart.
Der Zeit- und Materialaufwand soll jeweils gewisse Fonds nicht iiberschreiten:

in gewissen Einheiten Tisch 1 Tisch 2 Tisch 3 | Fonds
Gewinn je Stiick 3 1 2
Zeitaufwand je Stiick 2 1 1 40
Materialaufwand je Stiick 4 2 3 100
fest vereinbart 3 2 2

Stellen Sie das Modell zur Maximierung des Gewinns unter den vorgegebenen
Bedingungen auf!

Ein Unternehmen produziert drei Erzeugnisse F, Es und Fj3, fiir deren Herstel-
lung Erzeugnisse E; bis Fj5 selbst sowie Rohstoffe R; bis R, geméaf folgender
Tabelle benétigt werden:

Eigenverbrauch an Verbrauch an Gewinn
E,  E, Es Ry, Ry Rs Ry

jeEy | 1/2 0 1/4 2 4 0 2 2

je By | O 0 1/4 1 1 1 0 1

je B3 | 1/2 1/2 0 0 3 0 4 3

Stellen Sie das Modell fiir die Gewinnmaximierung auf, wenn bereits 5 E, 8 Fj
und 6 Fj5 vertraglich gebunden sind sowie an Rohstoffen 150 Einheiten Ry, 200
Einheiten R,, 50 Einheiten R3 und 200 Einheiten R, zur Verfiigung stehen!

. Losen Sie die Optimierungsaufgaben

(1 (1) (1) (v)

— 214+ To—max — r1+ xx—min —4r;+2r3—max — 21+ To—max
2.%'1— ) 22 233'1— ) 22 233'1— ) 22 2.%'1— ) 22

— 171—|—25L‘2 S 5 — 171—|—2£L‘2 S 5 — IL‘1+2[L‘2 S 5 3[L‘1— i) S 3
T1 22, 1921 1122, 152>1 122, 1921 T12>2, 1921

I0)
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6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

jeweils  a) grafisch,
b) durch Uberfithrung in Normalform und Anwendung der Simplex-
methode!

Uberfiihren Sie das Modell von Aufgabe 6.2 in Normalform und 16sen Sie die
Aufgabe mit der Simplexmethode!

Ein Tischlermeister lasst in seiner Werkstatt Tische und Stiihle herstellen. Die
Produktion eines Tisches dauert 5 Stunden und kostet 180 DM (Materialkosten
und Arbeitslohn). Die Produktion eines Stuhles dauert 75 Minuten und kostet
30 DM. Insgesamt soll der Aufwand hochstens 5400 DM betragen, dabei sollen
nicht mehr als 200 Arbeitsstunden aufgewendet werden.

Wie viele Tische und Stiihle sind herzustellen, um unter diesen Bedingungen
einen maximalen Gewinn zu erzielen, wenn pro Tisch ein Verkaufserlos von 260
DM und pro Stuhl ein Verkaufserlés von 45 DM erzielt werden kann?

Lésen Sie die Optimierungsaufgabe —3x; +2x9 — 223+ 24 — x5 — min

2[L‘1 — To + T3 = 6

T — 4[L‘2 + T4 = 8

2.1'1 — 2.1'2 + x5 = 12

1, T3, Ty x5 = 0
Gegeben sei die Optimierungsaufgabe (G): —x;4+ x9 +2r3 — max
T — I3 = 1
x| + 233'2 + T3 3

(AVAN|

0 .

a) Ermitteln Sie durch Einfithrung einer kiinstlichen Variablen v; fiir die erste
Zeile des Gleichungssystems (1 —z3+v; = 1) und Losung der entsprechenden
Hilfsaufgabe (H) eine zuléssige Basislosung von (G)!

b) Losen Sie ausgehend von dieser zulédssigen Basislosung die Optimierungsauf-
gabe (G)!

X1, X2, €3

In einem Landwirtschaftsbetrieb werden Kiihe und Schafe gehalten. Der Betrieb
verfiigt iiber Stélle fiir 75 Kiihe und 300 Schafe sowie iiber 27 ha Weideland.
Von letzterem werden pro Kuh 2500 m? und pro Schaf 500 m? bené&tigt. Zur
Versorgung des Viehs koénnen jahrlich bis zu 15000 Arbeitsstunden geleistet
werden. Fiir eine Kuh sind jéhrlich 150, fiir ein Schaf jéhrlich 25 Arbeitsstunden
erforderlich. Der jahrlich erzielbare Gewinn betrédgt 100 € pro Kuh und 18 € pro
Schaf. Ermitteln Sie mit Hilfe des Simplexverfahrens, welcher Gewinn maximal
erzielbar ist! Welche Bedeutung haben die in der optimalen Losung erreichten
Werte der Schlupfvariablen?

In einer Schmiede werden verzinkte Zaunteile gefertigt. Zur Herstellung eines
grofferen Einzelteiles werden 4 Stunden benoétigt, die entsprechenden Material-
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6.11.

plus Arbeitslohnkosten belaufen sich auf 144 €; ein kleineres Einzelteil wird in
1 Stunde hergestellt, die Material- und Arbeitslohnkosten dafiir betragen 24 €.
Fiir einen grofleren Auftrag sollen maximal 80 Arbeitsstunden und 2160 € Ge-
samtkosten veranschlagt werden. Der Verkaufspreis eines grofleren Einzelteiles
belauft sich auf 208 €, ein kleineres kann fiir 36 € verkauft werden. Berechnen
Sie mittels Simplexalgorithmus, wieviele grofiere und kleinere Einzelteile herzu-
stellen sind, damit der Gewinn maximal wird! Ermitteln Sie diesen maximalen
Gewinn!

Uberfiihren Sie die Optimierungsaufgabe 3r; + 2x9 — max
T+ x9 = 12
21 + x9 > 20
123, w2<0
in Normalform, bestimmen Sie mit Hilfe eines Hilfsproblems eine zuléssige Ba-
sislosung und 16sen Sie davon ausgehend die Ausgangsaufgabe mit dem Sim-
plexalgorithmus! Hétte das auf diesem Wege erhaltene Ergebnis auch einfacher
ermittelt werden kénnen?

Kapitel 7
Folgen und Reihen

7.1

Definitionen

Definition 7.1. Fine (reelle) Zahlenfolge ist eine Abbildung, die jeder natiirlichen
Zahl k € N eine reelle Zahl a;, € R zuordnet.

Schreibweise: (ay)gen-

Die Zahl ay, heifit k — tes Glied der Folge (ay)gen-

Beispiel 7.1. Folgen sind beispielsweise ap, = (—1)*, a,, = k oder ay = 2% Es gibt
aber auch Folgen bei denen die Zuordnungsvorschrift rekursiv definiert ist, wie z.B.
A1 = %(ak + i)

Definition 7.2. Fine Folge heifit beschrankt, falls ¢ > 0 existiert, so daf |ax| < ¢
fiir alle k € N gilt.

Definition 7.3. Fine Folge heifst monoton wachsend (monoton fallend), falls a <
agr1 (ar > agyq) fir alle k € N.

7.2 Grenzwerte und Konvergenz von Folgen

Definition 7.4. Fine Folge (ay)ren heifit konvergent gegen den Grenzwert a € R,
falls fiir alle e > 0 ein Ny € N existiert, so daff |a — ax| < e fiir alle k > Ny gilt.
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Schreibweise: a = lim ay.
k—o0

Definition 7.5. Eine nichtkonvergente Folge heif$t divergent.
Satz 7.1. Ist die Folge (ay)gen

i.) konvergent, so ist (ay)ren beschrankt.

ii.) monoton und beschrinkt, dann ist (ay)ren konvergent.

1. Die Umkehrung von 4.) gilt nicht, denn z. B. (—1)* ist beschriinkt, aber nicht
konvergent.

2. Auch bei 4i.) gilt die Umkehrung nicht, z. B. (—3)" ist konvergent, aber nicht
monoton.

Satz 7.2 (Limesregeln ). Seien (ag)ren und (bg)ren zwei konvergente Folgen mit den
Grenzwerten a = klim (ak)ken und b = klim (bk)ken, dann gilt
i.) die Folge (ay =+ by )ken ist konvergent gegen den Grenzwert a + b;

lim (ag £+ by) = klim aj, + klim b, =a=+b.

k—oo
i1.) die Folge (ay - by) ist konvergent gegen den Grenzwert a - b;

n (e be) = g ke g b= ob

ii1.) im Falle von by # 0 fir alle k > ko und klim b # 0, daf die Folge (ax/by)ren

gegen den Grenzwert § konvergiert

i O o _
k—o0 bk khm bk b’
Bemerkung: Ausdriicke der Form §, 000, oo — oo sind nicht definiert bzw. unbe-

stimmt.

7.3 Reihen

Definition 7.6. Sei (ay)ren eine Folge, so heifit s, == > aj die n—te Partialsumme
k=1
. Eine Reihe heifit konvergent, falls die Partialsummenfolge gegen einen Grenzwert

s konvergiert;
s= lim s, =: Zak
In diesem Fall heifst s der Wert der Reihe.
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Satz 7.3. Ist die Reihe

o0
i.) > ap konvergent, so ist khrglo ar = 0.
k=1 -

o0 o
ii.) > |ag| konvergent, so ist auch _ aj konvergent.
k=1 k=1

Satz 7.4 (Majorantenkriterium). Seien 0 < a < by, , fir alle k > Ny. Dann gilt:

o o
i.) Konvergiert Y by, so konvergiert auch . a;
k=1 k=1

o0 o0
ii.) Divergiert Y ai, so divergiert auch Y by.
k=1 k=1

Satz 7.5 (Leibnizkriterium). Sei (ax)ren eine monotone und konvergente Folge mit

klim ar = 0, so konvergiert die Reihe > (—1)*ay, .
% k=1

Satz 7.6 (Quotienten- und Wurzelkriterium). Fiir Reihen gilt:

i) (Quotientenkriterium)

[e o]

Gilt \a’;—:l| <q<1 fiirallek> Ny, so ist dic Reihe 2 ay, konvergent.

ii) (Wurzelkriterium)

Gilt {/|ar| < q <1 fir alle k > Ny, so ist die Reihe Y ay konvergent.
k=1

7.4 Aufgaben

1
7.1. Seien 7y und ag positive Zahlen mit ag # /7. Durch a,41 = 3 (an + l) , n=

0,1,2,... sei rekursiv eine Folge definiert.

a) Zeigen Sie, dass firn > 1 a, > /7 gilt!

b) Zeigen Sie, dass die Folge {a,} fiir n > 1 streng monoton fallt!

c¢) Beweisen Sie die Konvergenz der Folge und ermitteln Sie ihren Grenzwert!
11 1

7.2. a) Berechnen Sie die Partialsumme der geometrischen Reihe 14 5 } ittt

und allgemein von > ¢*, ¢ € R!
k=0

b) Fiir welche ¢ € R konvergiert die geometrische Reihe Y ¢*, geben Sie im
k=0

Fall der Konvergenz die Summe an!
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7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

Ermitteln Sie in folgenden Féllen, ob die Folgen {a,} und die Reihen »_ a,

n=1
konvergieren:
99n 101™ 1
a) a, = T00° b) a,= To5°’ c)ay,= 9 -3ni3-n d) a, =sin’n, e)a,= "t

f) an:\/ﬁ(Vn+1_\/ﬁ)a g) an:\/ﬁ(Vn+1+\/ﬁ)> h) an:\/n"f_l_\/ﬁ!
Bestimmen Sie im Konvergenzfall die Grenzwerte bzw. Summen!

Welche der folgenden Reihen sind konvergent:

oo . oo 1 oo 1 . oo 1
a);mn, ZQ C)Zl—ﬁ, d);§smzn, e);ﬁ,

£)> (In(n+1)—Inn), g)zn n+1 Z 27" 437, i)i2‘”3‘2n ?
n=1 n=1 n=0 n=0

Bestimmen Sie im Konvergenzfall die Summen!

Ein Vermogen V; unterliegt einer jahrlichen Verzinsung von 4 %, Abschreibung

von 5 % und Besteuerung von 1 % jeweils auf das bzw. aus dem aktuellen

Vermogen.

a) Geben Sie die Folge V,, der Vermogenswerte nach n Jahren an!

b) Beweisen Sie mit Hilfe der Definition, dass (V},) gegen 0 konvergiert!

c¢) Ermitteln Sie, nach wieviel Jahren ein Vermogen von Vi = 200000 € unter
(i) 100000 €, (ii) 10000 €, (iii) 1000 €, (iv) 100 €
gefallen ist!

Berechnen Sie mit der Formel fiir die Partialsumme der geometrischen Reihe
8 1 n 8 1 n 16 1 n 8 3 n 16
03 (3) wx(y) 9x(z) 0x(3). 9%

Untersuchen Sie folgende Reihen mit Quotienten- bzw. Wurzelkriterium auf
Konvergenz:

=L (kD? >, 3k >, 2kl — 1
2) 2%’ b) > T ) D T 9 Z(lnk‘k

k=0 ( k=1 k=1 k=2

1\ *
Hinweis: e = lim (1 + —)
k—o0 k
Die Folge ay= oF k € N konvergiert fiir k — oo gegen 0, weil fiir alle € > 0

ein No(e) € N existiert, so dass |ag| < € fur alle k > Ny(e) gilt. Bestimmen Sie
ein solches Ny(e) fiir e = 0.1, € = 0.01, ¢ = 0.001 und allgemein fiir beliebiges
e>0!
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7.9. Berechnen Sie die Grenzwerte
1 1 vV2n+5 —
a) lim n2( ), lim M nr

— ,¢) lim sin —
n?—2n+3  2n?+42n+3
!

n—oo

[e'¢) 50
7.10. Berechnen Sie a) Z 272m3™ und  b) Z 22m3=m |
m=2 m=2
Platzhalter fiir weitere Aufgaben
Kapitel 8
Finanzmathematik

8.1 Zinsrechnung

In der Wirtschaft spielen Zinsen als Aquivalent fiir das Uberlassen von Kapital eine
wesentliche Rolle. Damit verbunden ist die Frage nach der Bewertung von Zahlun-
gen zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Offensichtlich ist die sofortige Zahlung eines
Geldbetrages mehr wert als die Zahlung des gleichen Geldbetrages in einem Jahr.
Deshalb miissen Wege gefunden werden, solche Zahlungen vergleichbar zu machen.
Wir benotigen einige Begriffe:

e Zinsen: Z,s. oben

e Zinsperiode: Zeitraum, fiir den die Zinsen gezahlt werden, meist (nicht immer)
das Jahr oder Kalenderjahr

e Zinssatz: p (z.B. 5): Prozentzahl vom Kapital, der fiir die Periode an Zinsen
gezahlt wird - in der Regel nachschiissig (am Ende der Periode)

e Zinsrate: i = p/100, z.B. 0.05 =5%

¢ Rendite = Effektivzins: Durch unterschiedliche Zinsperioden, Zahlungster-
mine, Gebiihren, Kapitalbewertungen usw. sind die tatsichlichen Aquivalente
fir das Uberlassen von Kapital oft schwer vergleichbar. Deshalb ist es giinstig,
einen (fiktiven) Effektivzinssatz zu ermitteln, der entsteht, wenn man alle Zah-
lungen (egal, wie sie heiflen) genau in ihrem jeweiligen Zeitpunkt berticksichtigt.
[LA. wird Effektivzinssatz auf das Jahr bezogen.

e Barwert: Wert des Kapitals zu einem festen Zeitpunkt (z.B. am heutigen Tag)
o Anfangskapital: K,: Wert des Kapitals zum Zeitpunkt der Hingabe

e Endkapital: K;: Wert des Kapitals zum Zeitpunkt der Riickgabe
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Einfache Verzinsung

Zeitraum nicht grofer als Zinsperiode

t: Anteil des Zeitraums an der Zinsperiode (¢ < 1)
Zinsen: Endkapital: | K; = Ko(1 + it)

Beispiel 8.1.

Zinsperiode Jahr, Anlage von 2000 DM fiir 36 Tage zu 3 % p.a.,
Jahr zu 360 Zinstagen gerechnet,

36 36
Z =2000 DM -0.03 - 360 6 DM, K,=2000 DM(1+ 0.03%) = 2006 DM

t

K
Aus dem Endkapital kann durch Ky = =

das Anfangskapital ermittelt werden.

Benutzt man einen Kalkulationszinssatz (einen Zinssatz, den man bei Anlage des
Geldes erhalten wiirde oder bei Aufnahme eines Darlehens zahlen miisste), so kann
man auf diese Weise den Barwert einer spéteren Zahlung ermitteln:

Beispiel 8.2.
e Rechnung tiber 22000 DM, Zahlungsfrist 30 Tage, unterstellter Zinssatz 2.5 %

p.a.
Zahlung am Fristende entspricht einem Barwert am Rechnungsdatum von
22000 DM
0= ———— = 21954.26 DM
1+ 0.0255;

e Rechnung tiber 22000 DM, Skonto von 2 % bei Zahlung innerhalb von 10 Tagen,
unterstellter Zinssatz 2.5 % p.a.

Zahlung nach 10 Tagen entspricht einem Barwert am Rechnungsdatum von
22000 DM * 0.98

S 1400258

= 21545.04 DM

o Will man keinen (fiktiven) Zinssatz fir die Barwertermittlung vorgeben, so kann
man zum Vergleich der Zahlungen ermitteln, welcher Verzinsung der Abschlag
bei der friheren Bezahlung entspricht:

Ky: 10 Tage nach Rechnung, K;: 30 Tage nach Rechnung zu bezahlender Betrag

20
Ky =22000 DM % 0.98 = 21560 DM, K, = 22000 DM, t= 360
Gleichsetzen der Barwerte zum Rechnungsfilligkeitsdatum (30 Tage nach Rech-

nung):
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K, 20
= Ko(l+it), 1+i % 360
360 / 1
=20 (1) =36.73% p.a
T 0 <0.98 ) % p-a

Man miisste also 21560 DM zu 36.73 % p.a. anlegen, um nach 20 Tagen 22000

DM zu erhalten.

Die beiden im Beispiel beschriebenen Methoden kénnen auch fiir kompliziertere Si-

tuationen genutzt werden, s. unten.

Ratenzahlungen

Héufig sind innerhalb einer Zinsperiode mehrere Raten zu zahlen. Dann stellt sich die
Frage, welchen Wert diese Zahlungen am Ende der Zinsperiode haben. Wir betrachten
den Fall von 12 in einem Jahr jeweils am Monatsende zu zahlenden Raten r bei einer
Verzinsung von ¢ p.a. Dann wird die erste Rate 11 Monate lang, die zweite Rate 10
Monate lang usw., die vorletzte Rat 1 Monat lang und die letzte Rate iiberhaupt nicht
vor Jahresende verzinst. Insgesamt haben die Zahlungen einen Wert von

11 - 10 -1 _ 114+10+---+1
T(Hﬂﬁ) +T<1+Zﬁ> +-- +T<1+Zﬁ> +T—T<12+Z ) )

Valuta Valuta Valuta Valuta
30.01. 30.02 30.11. 30.12.

Beispiel 8.3. Monatsrate 300 DM, Verzinsung 2 % p.a.,
Wert am Jahresende 300 DM (12 + 5.5 % 0.02) = 3633 DM

8.2 Zinseszinsen und Rendite

=r(12+5.51)
N———
Wert 30.12

Wird Kapital iiber mehrere Zinsperioden (i.a. Jahre oder Kalenderjahre) angelegt und
werden die Zinsen am Ende der jeweiligen Zinsperiode dem Kapital zugeschlagen und

mit diesem verzinst, so entstehen Zinseszinsen. Sei jetzt

e Endkapital: K,: Kapital nach n Zinsperioden

e Aufzinsungsfaktor: ¢ =141, ¢ Zinsrate

Dann gilt K; = Ko(1+1¢) = Koq (einfache Verzinsung, ¢t = 1)

KQ = Kl(l + ’L) = Klq = K0q2 Usw.
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Beispiel 8.4. Kapital 3000 DM, Verzinsung 4 % p.a. fir 5 Jahre:
K5 = 3000 DM - 1.05° = 3649.96 DM

Mit der Formel K, = Ky(1+4)" kann aus drei der Werte K,,, Ky, n, i der vierte
Wert berechnet werden.

Beispiel 8.5.

Fiir den Verkauf eines Grundstiicks liegen 2 Angebote vor:
A: sofortige Zahlung von 200000 DM,
B: Zahlung von 100000 DM in 3 Jahren und 200000 DM in 10 Jahren
Bei einem (fiktiven) Kalkulationszinssatz von 6 % p.a. hat das Angebot B
den Barwert
100000 DM 200000 DM
106° 106"
so dass Angebot A besser ist.

= 83961.63 DM+111678.96 DM = 195640.88 DM,

Beispiel 8.6 (Finanzierungsschiitze). Rendite zweijihriger am 20.12.2002 filliger Fi-
nanzierungsschitze des Bundes, die am 20.12.2000 mit einem Diskontabschlag von

842 % (4.21 % p.a.) verkauft wurden

Fiir zum Falligkeitstermin zum Nennwert von 511.29 €= 1000 DM fillige
Finanzierungsschitze waren 2 Jahre zuvor 915.80 DM zu zahlen.

Ist i die Rendite (Effektivverzinsung), q=1+1, so gilt

K, 1000.00 DM .
Ko = Kog?, q= )22 = ) 2 104496 = i = 0.04496.
27 Rt 4= 915.80 DM !

Da Renditen meist auf zwei Stellen nach dem Komma angegeben werden,
wird die Rendite mit /.50 % notiert.

Gemischte Verzinsung

In der Praxis fallen Ein- und Auszahlungen héufig nicht mit Anfang und Ende von
Zinsperioden zusammen. In solchen Fillen muss man einfache Verzinsung und Zin-
seszinsen kombinieren.

Beispiel 8.7. Kapital von 2000 DM angelegt vom 27.2.2000 bis 15.5.2003
o Verzinsung kalenderjihrlich mit 4 %:

303 135
Endkapital 2000 DM (1 +0.04 * %) 1.04 (1 +0.04 %) = 2269.57 DM

o Verzinsung jihrlich mit 4 %, erstmals am 27.2.2001:

78
Endkapital 2000 DM - 1.04? (1 +0.04 * %) = 2269.23 DM
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Unterjihrige Verzinsung

Vielfach (z.B. Tagesgeldkonten, Darlehen) werden Zinsen nicht fiir das Jahr, sondern
z.B. fiir Monate oder Quartale gezahlt, dennoch aber fiir das Jahr ausgewiesen. Die
Zinsperiode ist also kiirzer als das Jahr, so dass der auf das Jahr bezogenen Effektiv-
zinssatz vom auf das Jahr bezogenen Nominalzinssatz abweicht.

Beispiel 8.8. Tagesgeldkonto mit Gutschrift von 3.5 % Zinsen p.a. jeweils fiir das
Quartal am Quartalsende

Anfangskapital Jahresbeginn K
Kapital nach 1. Quartal

Kapital nach 3. Quartal

Kapital nach 2. Quartal (1 + 0. 35)

4
0.035\*
Kapital Jahresende Ky ( + T) = Ky - 1.03546,

d.h. Effektivzinssatz wie blich gerundet auf 2 Stellen nach dem Komma
3.55%.

Allgemein gilt bei m Zinsperioden im Jahr: | K, = K (1 + i)
m

Beispiel 8.9. Darlehen zu 6.5 % p.a., Zinsen monatlich nachtrdglich fillig, sonst
keine Gebiihren usw.

0.065
(1 + T) = 1.06697, d.h. effektiver Jahreszins 6.70 %.

Renditerechnung

In der Praxis sind mit einer Kapitalanlage, Investitionen usw. oft Einnahmen und
Ausgaben zu vielen Terminen verbunden. Um verschiedene derartige Anlagen verglei-
chen zu konnen, bieten sich, wie oben im Beispiel Skonto erlautert, zwei Methoden
an:

e Barwert aller Zahlungen zu einheitlichem Termin mit angenommenem Kalkula-
tionszinssatz ausrechnen, Summe der Barwerte aller Einnahmen und Ausgaben
voneinander abziehen
— Kapitalwert der Mafinahme
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e Barwert aller Zahlungen zu festem Termin mit unbekannter Zinsrate ¢ ansetzen,
Summen der Barwerte aller Einnahmen und aller Ausgaben gleichsetzen (d.h.
Barwert 0 annehmen) und aus dieser Gleichung ¢ ermitteln
— Rendite der Mafinahme

Letzteres geschieht z.B. bei der Renditebestimmung festverzinslicher Wertpapiere:

Beispiel 8.10 (Rendite festverzinslicher Wertpapiere).

Kauf eines festverzinslichen Wertpapieres zum Kurs von 104.00,
Restlaufzeit genau 2 Jahre, Zinsen 7.00 % p.a. vom Nennwert

Wir stellen die Barwerte aller Zahlungen bezogen auf den Zeitpunkt der
Endfilligkeit (d.h. nach 2 Jahren) gegeniiber, die sich bei Kauf eines Pa-
piers zum Nennwert von 100 DM ergeben.

Einnahmen  Ausgaben
Zahlung bei Anlage 104(1 +14)
Zahlung nach 1 Jahr (Zinsen) 7(1+1)
Zahlung nach 2 Jahren (Zinsen und Tilgung) 107

l+i=¢q
7q + 107 = 1044>
104¢*> — 7 — 107 =0

2 7 107 _
¢ — 1999 — 104 =Y

ty— Tt [ IETT _ [ 10485325
2208 43264 _0.9812248  nicht sinnvoll

g =1.0485 = i =0.0485, die Rendite betrdigt also i = 4.85 %.
FEine Sparanlage von 104 DM zu 4.85 % Zinsen bringt nach 2 Jahren

104 DM - 1.0485% = 114.33 DM.

Der Kauf der Anleihe zum Verkaufspreis von 104 DM bringt nach 1 Jahr
7 DM, von denen in der Renditerechnung angenommen wird, dass sie zu
4.85 % wieder angelegt werden. Nach 2 Jahren hat man dann insgesamt

107 DM +7 DM -1.0485 = 114.34 DM.

Die Pfennigabweichung ist ein Rundungseffekt.
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8.3 Renten- und Tilgungsrechnung

Die Rentenrechnung beschéftigt sich damit,

o regelméifig wiederkehrende Zahlungen zu einem Wert zusammenzufassen bzw.

e cinen gegebenen Wert unter Beachtung zwischenzeitlicher Zinsen auf mehrere
(Renten-) Zahlungen aufzuteilen (Verrentung des Kapitals).

Rente: in gleichen Zeitabstanden erfolgende Zahlung in gleicher Hohe

Wir wollen den End- und den Barwert einer vorschiissigen Rente berechnen, bei
der n Perioden lang jeweils zu Periodenbeginn eine Rate r gezahlt wird. Wie bisher
sei ¢ die effektive Verzinsung und ¢ = 1 + i der zugehorige Aufzinsungsfaktor.

Zahlungszeitpunkt Rate Endwert dieser Rate

Beginn der Periode 1 r rq"
Beginn der Periode 2 r rq"!
Beginn der Periode n  r rq

Endwert B, =7r(¢"+¢" '+ + ¢ +q)

Satz 8.1 (Partialsumme der geometrischen Reihe). Fiir g # 1 hat die geometrische

Reihe i q" die Partialsummen s, = Z ¢ = qqn — 1.
k=1 1 g—1
Beweis:
Es gilt
sn=("+q""+ P+ ), ="+ ),
gSn—sn = (" +q"++@"+q—q"— = —q), (¢—1)sn =(¢""'—q) =q(¢"—1)

Daraus folgt die Behauptung.

q" —1
qg—1

Also gilt fiir den Endwert der vorschiissigen Rente |E)°" = rq

Entsprechend gilt fiir den Barwert der vorschiissigen Rente

BYor _ Eﬁfor __r " —1
no n . n—1
q " q—1
Sind der Bar- oder Endwert und der Aufzinsungsfaktor gegeben, so kann aus den
Formeln umgekehrt die Rate errechnet werden.
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Beispiel 8.11 (Sparplan).

Ein 50-Jihriger schliefit einen Sparplan ab, bei dem er 15 Jahre lang vorschiissig
jeweils 3000 DM einzahlt und dafiir anschlieffend 10 Jahre lang vorschiissig einen
bestimmten Betrag ausgezahlt bekommt. Wie hoch ist der Betrag, wenn die Verzinsung
mit 6 % angenommen wird?

Endwert aller Finzahlungen der Sparphase = Barwert aller Auszahlungen der Aus-
zahlphase

1.06° — 1
Eys = 3000 DM - 1.06———— = 74017.58 DM
1.06 — 1
— 7 1.06° —1
By = 74017.58 DM =
10 1.06° 1.06 — 1

Daraus ergibt sich als Auszahlungsrate T = 9487.38 DM.

Bei nachschiissigen Renten erfolgen alle Zahlungen ,eine Periodenldnge spéter®,
deshalb miissen in diesem Falle die obigen Formeln durch ¢ dividiert werden:

rqt—1

E;laCh:""qn_l n
q" q—1

Bnach _
q—1 "

Eine hdufige Anwendung sind Annuitdtendarlehen, bei denen eine einheitliche Zins-
und Tilgungsrate gleichbleibender Hohe (,, Annuitét*) zu zahlen ist. Mit fortschreiten-
der Tilgung féllt der Zinsanteil, so dass der Tilgungsanteil der Annuitét steigt.

Beispiel 8.12 (Annuitétendarlehen).

Darlehen von 100000 DM zu 5.5 % mit einer Tilgung von 3 % p.a. zuziiglich der
durch die Tilgung ersparten Zinsen. Zinsen und Tilgung sind jihrlich nachtrdaglich zu
entrichten. Wie hoch ist der Schuldsaldo nach 5 Jahren?

Annuitit (jihrliche Rate): 8.5 % - 100000 DM = 8500 DM.
Endwert der Zahlungen des Schuldners nach 5 Jahren:
1.055° — 1

EPach — 8500 DM~ oo = 47439.27 DM.

Wert des ausgereichten Darlehensbetrages nach 5 Jahren:
100000 DM - 1.055° = 130696.00 DM.

Schuldsaldo nach 5 Jahren: 130696.00 DM — 47439.27 DM = 83256.73 DM.

Der Schuldsaldo kann auch durch eimen ,Zins- und Tilgungsplan® ausgerechnet wer-
den.
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Jahr | Restschuld zu Zins Tilgung | Annuitdt | Restschuld zu
Periodenbeginn Periodenende

1 100000.00 | 5500.00 | 3000.00 | 8500.00 97000.00
2 97000.00 | 5335.00 | 3165.00 | 8500.00 93835.00
3 93835.00 | 5160.92 | 3339.08 | 8500.00 90495.92
4 90495.92 | 4977.28 | 3522.72"| 8500.00 86973.20
5 86973.20 | 4783.53 | 3716.47 | 8500.00 83256.73

Es kénnte auch die Frage gestellt werden, wann zu diesen Bedingungen das Darlehen
vollstindig getilgt ist. Dann ist n (bisher 5) unbekannt und der Wert aller Zahlungen
des Schuldners muss gleich dem aktuellen Wert des ausgereichten Darlehens sein, d.h.

1.055" — 1
8500 DM=————— =100000 DM - 1.055".
1.055 — 1
8500 1
——(1.055" — 1) = 1.055"
1000000055 095" — 1) = 1.0%5
1 1
8500 1\ gssn_ 8900 1
100000 0.055 100000 0.055
1.5454546 lg 2.8333
1.055" = =22 _ 98333, n=-2"""_1945
0.5454546 ! lg 1.055

Nach 20 Jahren st das Darlehen vollstindig getilgt, dabei ist die letzte Rate kleiner
als 8500 DM.

8.4 Aufgaben

8.1. Eine Bank verzinst Einlagen mit 5 % p.a.

a) Auf welchen Wert wichst ein Anfangskapital von 7000 DM innerhalb eines
Dreivierteljahres an?

b) Welcher Betrag muss angelegt werden, damit ein Jahr spiter eine Summe
von 10000 DM zur Verfiigung steht?

c¢) In welcher Zeit bringt ein Kapital von 10000 DM Zinsen in Héhe von 361
DM?

d) Auf welchen Wert wéchst ein Kapital von 7000 DM in drei Jahren an?

e) Am 16. Februar 2001 wurden 7000 DM angelegt, die Zinsen werden kalen-
derjahrlich gutgeschrieben. Welches Guthaben steht am 16. Februar 2004 zur
Verfiigung, wenn das Konto an diesem Tag aufgelost wird?

8.2.a) Mit welchem Zinssatz muss Kapital angelegt werden, damit es sich in 15
Jahren verdreifacht?
b) Wie hoch war die durchschnittliche jahrliche Inflationsrate, wenn fiir einen
Warenkorb, fiir den vor 13 Jahren 100 Wahrungseinheiten zu zahlen waren,
jetzt 155 Wahrungseinheiten zu zahlen sind?
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8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

Eine Handwerkerrechnung ist 30 Tage nach Rechnungsdatum zur Zahlung féllig.
Bei Zahlung innerhalb von 10 Tagen nach Rechnungsdatum wird ein Skonto
von 2 % gewahrt. Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Barwerte zum
Rechnungsdatum gleich?

Eine Handwerkerrechnung iiber 5542 DM ist 30 Tage nach Rechnungsdatum
zur Zahlung fallig. Bei Zahlung innerhalb von 10 Tagen nach Rechnungsdatum
wird ein Skonto von 2 % gewiéihrt.

a) Ermitteln Sie die Barwerte zum Rechnungsdatum, die sich bei einem Kalku-
lationszinssatz von 3 % fiir die Zahlung nach 30 Tagen sowie fiir die Zahlung
nach 10 Tagen mit Skontoabzug ergeben!

b) Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Barwerte gleich?

c) Welcher Verzinsung p.a. fiir die 20 Tage frithere Bezahlung entspricht der
Skontoabzug?

d) In welcher Hohe konnte 10 Tage nach Rechnungsdatum ein mit 11.5 % p.a.
zu verzinsender Uberziehungskredit in Anspruch genommen werden, um ein-
schlieBlich Uberziehungszinsen die gleichen Schulden zu verursachen wie bei
Inanspruchnahme in Héhe von von 5542 DM 30 Tage nach Rechnungsda-
tum? Vergleichen Sie mit dem bei Inanspruchnahme des Skontos 10 Tage
nach Rechnungsdatum zu zahlendem Betrag!

Wie hoch ist die Rendite (d.h. der effektive Jahreszins) eines festverzinslichen
Wertpapiers mit einer Verzinsung von 7 % und einer Restlaufzeit von genau 2
Jahren, wenn es zum Kurs von 105,45 verkauft wird?

Ein zu 5 % p.a. verzinstes Guthaben von 100000 DM soll sofort beginnend
in 5 gleichen Jahresraten vollstdndig verbraucht werden. Wie hoch sind die
Jahresraten?

Ein 40-Jahriger schlieBt einen Sparplan ab, bei dem er 20 Jahre lang jeweils zu
Beginn des Sparjahres 2000 DM einzahlt und dafiir anschliefend 15 Jahre lang
ebenfalls jahrlich vorschiissig einen bestimmten Betrag ausgezahlt bekommt.
Wie hoch ist dieser Betrag, wenn die Verzinsung mit 6 % p.a. angenommen
wird?

Ein 50-Jahriger schlieBt einen Sparplan ab, bei dem er 15 Jahre lang jeweils zu
Beginn des Sparjahres 3000 DM einzahlt und dafiir anschliefend 10 Jahre lang
ebenfalls jahrlich vorschiissig einen bestimmten Betrag ausgezahlt bekommt.
Wie hoch ist dieser Betrag, wenn die Verzinsung mit 6 % p.a. angenommen
wird?

Fiir ein Grundstiick sind inklusive 3.48 % Maklercourtage 200 000 DM zu zahlen.
Der Betrag von 200 000 DM soll durch ein jéhrlich mit 6 % zu verzinsendes und
mit 1% zuziiglich der durch die bisherige Tilgung ersparten Zinsen zu tilgendes
Darlehen finanziert werden.
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8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

a) Wie hoch ist der Grundstiickspreis, wie hoch ist die Courtage?

b) Wie hoch ist die Restschuld des Darlehens nach 4 Jahren, wenn Zins und
Tilgung jahrlich nachtraglich in einer Jahresrate zu erbringen sind?

c) Wie hoch ist die Restschuld des Darlehens nach 4 Jahren, wenn Zins und
Tilgung quartalsweise nachtrédglich in einer Quartalsrate zu erbringen sind?

d) Welche dieser beiden Darlehensbedingungen sind fiir den Darlehensnehmer
effektiver?

Wie hoch ist die Rendite eines Tagesgeldkontos mit einer Verzinsung von 2,8 %
p-a., wenn die Zinsgutschrift

a) monatlich bzw.

b) vierteljdhrlich

erfolgt?

a) Wie hoch ist die effektive Aufzinsung, wenn bei einer Verzinsung von i p.a.
das Jahr in m gleiche Abschnitte aufgeteilt wird und die anteiligen Zinsen am
Ende jedes Abschnitts dem Kapital gutgeschrieben und mit diesem verzinst
werden?

b) Welcher Grenzwert ergibt sich fiir m — oo (kontinuierliche Verzinsung)?

Bei der Bestellung einer Ware zum Preis von 2000 € wird eine sofort zu leis-

tende Anzahlung von 5 % sowie Lieferung und Rechnungslegung in 2 Monaten

vereinbart. Der offene Rechnungsbetrag soll 30 Tage nach Rechnungslegung zur

Zahlung fallig sein, wobei bei Zahlung innerhalb von 10 Tagen ein Skonto von

2 % des offenen Betrages gewihrt wird.

a) Ermitteln Sie die Barwerte zum Bestelldatum, die sich bei einem Kalkula-
tionszinssatz von 3 % fiir die Zahlung ohne und mit Skontoabzug ergeben,
wenn jeweils am letzten Tag der Frist gezahlt wird!

b) Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Barwerte gleich?

Fiir ein Grundstiick liegen zwei Angebote vor:

A: sofortige Zahlung von 100000 €,
B: Zahlung von 50000 € in 4 Jahren und 100000 € in 8 Jahren.

a) Vergleichen Sie die beiden Angebote durch Ermittlung des Barwertes des
Angebotes B bei Kalkulationszinssitzen von 5 % und 7 % p.a.!
b) Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Angebote gleich?

Eine DM-Auslandsanleihe mit einer Verzinsung von 8 % und einer Restlaufzeit
von genau 2 Jahren wird zum Kurs von 93,00 verkauft. Wie hoch ist die Rendite?

Ein Darlehen von 150000 € soll p.a. mit 5 % verzinst und mit 3 % zuziiglich
der durch die bisherige Tilgung ersparten Zinsen getilgt werden.

a) Zins und Tilgung sind monatlich nachtéglich in einer Monatsrate zu erbrin-
gen. Wie hoch ist die Restschuld nach 6 Monaten und nach 12 Monaten?
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8.16.

8.17.

b) Wie hoch wire die Restschuld nach einem Jahr, wenn Zins und Tilgung
jahrlich nachtréglich in einer Jahresrate zu erbringen wéren? Ist diese Zah-
lungsvariante fiir den Darlehensnehmer giinstiger?

Fiir die Berechnung eines ,effektiven Jahreszinses® bei Krediten schreibt § 6
Abs. 2 der Preisangabenverordnung in der ab 1. September 2000 geltenden
Fassung (BGBI. I 2000 Nr. 37 S. 1244) vor: ,FEs gilt die exponentielle Verzin-
sung auch im unterjihrigen Bereich.“ Das bedeutet, dass die Formel der Zin-
seszinsrechnung fiir beliebige, auch gebrochene Vielfache der Zinsperiode von
einem Jahr anzuwenden ist. Ferner ist nach dem Anhang zu § 6 von einem
Jahr mit 12 gleichlangen Monaten zu je 30,416 Tagen auszugehen (,Zinsusance
30,41666/365“). Um die Berechnung im Detail ausfithren zu kénnen, muss man
auf die Begriindung der Verordnung zur Anderung der Preisangaben- und der
Fertigpackungsverordnung vom 28. Juli 2000 (Bundesrat Drucksache 180/00)
zuriickgreifen. Darin heifit es mit Bezug auf Berechnungsbeispiele aus dem An-
hang zu § 6 u.a.:

»Das Berechnungsbeispiel 6.5 zeigt, dass es keinen Finfluss auf die Héohe des effektiven Jah-
reszinses hat, ob Zahlungszeitpunkte auf einen 30. oder 31. eines Monats bzw. auf den 28.
oder 29. Februar fallen oder ob innerhalb einer Zeitspanne von Zahlungszeitpunkten ein Mo-
nat mit 30 oder 31 Tagen bzw. ein Februar mit 28 oder 29 Tagen liegt. Der 30. eines Monats
mit tatsdchlich 31 Tagen und der 28. Februar in einem Schaltjahr werden jeweils als das Mo-
natsende angesehen. Das Berechnungsbeispiel 6.6 stellt die Vorgehensweise dar, wenn sich die
Zeitspanne zwischen zwei Zahlungszeitpunkten nicht auf einen vollen standardisierten Monat
oder auf ein Vielfaches von vollen standardisierten Monaten zuriickfithren lisst. Dabei werden
zundchst volle standardisierte Monate in Ansatz gebracht und der dann am Ende noch verblie-
bene Rest als Bruchteil eines Jahres mit 365 Tagen hinzugefiigt. Hierbei gilt der 30. des iibrig
gebliebenen Monats wiederum als das Monatsende; dies gilt in diesem Fall ebenfalls fiir den
Februar (...). Das tatsichliche Monatsende bleibt in diesen Fillen erneut unberiicksichtigt.“

Ein Verkéufer bietet bei einem Kauf am 7. Februar eine ,,Zahlpause® bis zum

22. Mérz des gleichen Jahres gegen einen Preisaufschlag von 1 % an.

a) Welcher Verzinsung entspricht das Kreditangebot bei Anwendung der iibli-
chen Formel der einfachen Verzinsung und der klassischen ,,Deutschen Zins-
methode 30/360“7

b) Berechnen Sie den ,effektiven Jahreszins“ nach Preisangabenverordnung!

Ein Kredit der Hohe B mit einer Verzinsung von 20 % pro Halbjahr ist in zwei

gleichen nachtraglich zu entrichtenden Halbjahresraten von 500 € vollsténdig

zuriickzuzahlen.

a) Wie hoch ist der Kredit?

b) Bestimmen Sie den Zins- und Tilgungsplan des Kredits!

c) Geben Sie den ,effektiven Jahreszins“ nach Preisangabenverordnung an!

d) Bestimmen Sie den Zinssatz p.a., fiir den bei einfacher Verzinsung die Bar-
werte der Zahlung des Kreditgebers und der Zahlungen des Kreditnehmers
jeweils bezogen auf den Zeitpunkt der vollstéandigen Kreditriickzahlung gleich
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sind! (Das ist in diesem Falle der ,effektive Jahreszins“ nach bis 31. August
2000 geltendem Recht.)

Platzhalter fiir weitere Aufgaben

Kapitel 9
Differentialrechnung in einer Verédnderlichen

9.1 Stetigkeit

Der Funktionsbegriff ist bereits im Abschnitt 1.2.3 eingefiihrt worden. Im folgenden
sei f stets eine Funktion f: D CR — R.

Definition 9.1. Fulls sich fir alle Folgen (zg)ren, Tx € D mit klim Ty = 19 € D

ein und derselbe Grenzwert klim f(zx) ergibt, so heifit dieser Funktionsgrenzwert

lim f(z).

T—To

Definition 9.2. Die Funktion f heifit stetig in xo, falls lim f(z) = f(xo) gilt.

T—T0

Satz 9.1. Ist f : [a,b] — R stetig (fir alle x € [a,b]) und f(a)- f(b) < 0 (Vor-
zeichenwechsel), so existiert ein x* € (a,b) mit f(z*) = 0, x* heifit Nullstelle von

f.

9.2 Polynome und Interpolation

Definition 9.3. FEine Funktion P, : R — R, (C — C) der Form P,(z) = ap + a1z +

oot apr = apz®, arp €R,  a, # 0 heifit ein Polynom n—ten Grades.
k=0

Satz 9.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Fir Polynome gilt:

a) Jedes reelle Polynom n—ten Grades hat hochstens n Nullstellen in R.

b) Jedes komplexe Polynom n—ten Grades hat unter Bericksichtigung evtl. Viel-
fachheiten genau n Nullstellen in C.

Es gibt dariiber hinaus die folgende Zerlequng in Linearfaktoren:

n

P.(x)=ap,(x —x1) - (x — x,) = ay, kl;ll(x — )

Die Stellen x, € C sind dabei genau die Nullstellen.
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Polynome kann man zur Interpolation nutzen, wenn von einer Funktion f(x) nur die
Werte an n ,,Stiitzstellen zy,...,z, bekannt sind. Durch die Punkte (z;,v;), ¢ =
1,...,n kann man ein Polynom (n —1)-ten Grades legen. Konkret ist durch 1 Punkt
eine Konstante (Polynom 0-ten Grades), durch 2 Punkte eine Gerade (Polynom 1-ten
Grades), durch 3 Punkte eine Parabel (Polynom 2-ten Grades) usw. bestimmt.

Satz 9.3 (Lagrangesche Interpolationsformel). Das Interpolationspolynom
(n — 1)~ten Grades durch die n Punkte (x;,y;), i = 1,...,n, ist eindeutig durch die
Formel

Lu»:§:%é113?““—fwa—@H»~@—xw

(i — i) (T — wiga) - (20— 20)

bestimmidt.

Beweis:

Es gilt

<%—xo~«w—m4x%—@ﬂw~@a—%>:{1 j=i
(i — 1) (@ — i) (@ — Tiga) -+ (25 — ) 0 j#1

und daher L(zx;) = y;.

9.3 Differentiation

Definition 9.4 (Differenzierbarkeit, Ableitung). Sei f : [a,b] — R, f heifit differen-
zierbar im Punkt xy € (a,b), falls

(o) = lim f(z) = f(zo) ~ lim f(xo + Az) — f(z0)

T—To xr — X Az—0 Aflf

existiert. Der Grenzwert heifst Ableitung der Funktion f(z) im Punkt xo. Die Funk-
tion f heifit differenzierbar im Intervall (a,b), falls f in jedem Punkt zo € (a,b)
differenzierbar ist.

Beispiel 9.1 (Geschwindigkeit). Wird fir eine Ortsverdnderung der zurickgelegte

Weg s als Funktion der Zeit t angegeben, s = s(t), so ldsst sich im Falle eines linearen
Zusammenhanges die Geschwindigkeit v durch v = ﬁ—j ermitteln. Ist der Zusammen-

hang nicht linear, so hingt die Geschwindigkeit von der Zeit ab. Zur Ermittlung der

Augenblicksgeschwindigkeit muss man an der entsprechenden Stelle At immer kleiner
werden lassen, d.h. v = AlimO % =g
t—
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Satz 9.4. Seien f,g : [a,b] — R differenzierbare Funktionen, dann ist

1. [+ g differenzierbar und (f + g)'(x) = f'(z) £ ¢'(z).

2. f-g differenzierbar und (f - g)'(x) = f'(x)g(x) + ¢'(x) f(x). Man nennt dies die
Produktregel.

!/
3. falls g(x) # 0 ist, f differenzierbar und (I> = . Man
g g
nennt dies die Quotientenregel.

Satz 9.5. Jede differenzierbare Funktion f : (a,b) — R ist in (a,b) auch stetig.
Bemerkung: Mit Hilfe der Ableitung erfolgt eine Linearisierung. Fiir eine differen-

zierbare Funktion f : (a,b) — R ist ndmlich f(z) = f(zo) + f'(xo)(x — z0) + guo ()
mit lim g,,(z) = 0.
T—xQ

A

y = f(zo) + f'(20)(x — o)

Abbildung 9.1: Die Tangente an die Funktion f im Punkt x.

Beim Grenziibergang in Definition 9.4 wird von der Sekante zur Tangente iibergegan-
gen. Die Ableitung f’(xg) ist der Anstieg der Tangente im Punkt zy. Ist f/'(z) > 0
in (a,b), dann ist f dort monoton wachsend, ist f'(z) < 0 in (a,b), dann ist f dort
monoton fallend (vgl. die noch folgende Definition 9.8).

Ist in der Grafik fiir eine Ortsverdnderung der zuriickgelegte Weg als Funktion der Zeit
dargestellt, so ist der Anstieg der Tangente die Augenblicksgeschwindigkeit. Auf der
Tangente kann abgelesen werden, welcher Weg zuriickgelegt werden wiirde, wenn die
Augenblicksgeschwindigkeit beibehalten wiirde (fiir ¢ > ¢y) bzw. zuriickgelegt worden
wire, wenn schon vorher mit der Augenblicksgeschwindigkeit gefahren worden wére
(fir t < to).

Korollar

(l'a), — Oé?[ia_l, a€eR
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Fiir natiirliche a ergibt sich dies mit Hilfe des binomischen Satzes, z.B.

A 2 2 2 1 9,A Az)? — 12
(z2)" = lim (v+Ac) —2 N +(Az) —z = lim (22 + Az) =
Axz—0 Al‘ Ax—0 AJL‘ Axz—0

Definition 9.5 (Elastizitéit). Ist f differenzierbar und f(z) # 0, so heifit

),
) = )

Elastizitat der Funktion f(x).

Bemerkung: Fiir hinreichend kleine Anderungen ist die Ableitung ein Maf fiir
das Verhiltnis der absoluten Anderungen zweier voneinander abhingiger GroBen,
withrend die Elastizitédt ein Mafl fiir das Verhéltnis der relativen (prozentualen)
Anderungen zweier voneinander abhingiger GroBen ist:

Af

Af 7
,N ~~

P~ A

S A T

Beispiel 9.2. Fiir f(x) = a? ist f'(z) = 2z, e;.(x) = 2. An der Stelle v = 2 betrdigt
die Ableitung f'(2) = 4 und die Elastizitit ;,(2) = 2. Vergroflert man x von x = 2
aus um 0.1, d.h. 5 %, so wichst f(x) ca. um absolut f'(2)-0.1 = 0.4 bzw. relativ
Ef,x(Q) . 5% =10 %.

Beispiel 9.3 (Preiselastizitat der Nachfrage). Betrigt die Nachfrage N nach einem
Erzeugnis in Abhdngigkeit vom Preis p  N(p) = 30000 — 200p, so ergibt sich als
Elastizitit ey ,(p) = 555 Fir p =100 ist z.B. en,(100) = —2. Eine Preiserhéhung
um 1.5 % wird also zu einer Senkung der Nachfrage um | —2|-1.5% = 3% fiihren.

Beispiel 9.4 (Grenzkosten). Sind K(x) die Gesamtkosten fiir die Produktion von x
Finheiten einer Ware, so entstehen fiir die Herstellung Az (zusdtzlicher) Einheiten
Kosten in Hohe von AK ~ K'(x) Ax. Fir Ax =1 ergibt sich speziell AK ~ K'(z).
Man nennt K'(x) die Grenzkosten. Sie geben die Kosten fiir die Produktion einer
zusdatzlichen Einheit an.

Definition 9.6 (Differential). Ist die Funktion f differenzierbar im Punkt x, so heifit
die Funktion

df (Ax) = f'(z) Ax
Differential der Funktion f im Punkt x.
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Fiir hinreichend kleine Az ist df ~ Af. Betrachtet man z = z(x) als Funktion von
sich selbst, so gilt dz(Ax) = 2/(x) Ax = Az, also ist dz = Az und damit

d
df = f'(x)dz und f'(z) = —f
dx
Den rechtsstehenden Ausdruck nennt man Differentialquotient. Beim Differential-
quotienten handelt es sich um den Grenzwert von Differenzenquotienten. Mit den

Differentialen kann weitgehend wie mit Zahlen gerechnet werden, d.h., der Differen-
tialquotient kann als Bruch verstanden werden.

Satz 9.6 (Kettenregel). Sind g : (a,b) — (¢,d), f : (¢,d) — R differenzierbare
Funktionen, dann ist auch (fog)(z) := f(g(x)) eine in (a,b) differenzierbare Funktion
mit (fog)(x)= f(g9(z))- ¢ (x) (,aufere Ableitung“ mal innere Ableitung®).

Es gilt ndmlich

d d df d
Loy = =5 = gy

Satz 9.7. Ist die Funktion f : (a,b) — (c,d) differenzierbar und invertierbar mit
g:=f"":(c,d) = (a,b), dann gilt g'(y) = o) fiiry € (¢, d) mit f'(9(y)) # 0.

Ableitung: Verhiltnis der absoluten Anderungen von zwei Gréfien,
Anstieg der Tangente, Linearisierung einer Funktion
Elastizitét: Verhéltnis der relativen (prozentualen) Anderungen von zwei Grofien

Differentiationsregeln Ableitung elementarer Funktionen
(utv) =u £ ") =nz" ' (dh. auch 2/ =1, 1’ = 0)
(uwv) =v'v+wuw’  (Produktregel)

/ loy / .
<ﬁ> = u (Quotientenregel) , sinx
f L e?) =7
df df dg 1
dr  dg dz Kett 1
de  d¢g dz (Kettenregel) ) = !

Abbildung 9.2: Merkstoff zum Differenzieren

Die natiirliche Logarithmusfunktion, d.h. die Logarithmusfunktion zur Basis e
In: (0,00) — R, ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion e*. Es gilt fiir a > 0
die Bezichung a® = ¢, Fiir In wird auch log ohne Angabe einer Basis geschrieben.

97



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

9.4 Hohere Ableitungen

Definition 9.7. Sei f : (a,b) — R differenzierbar, dann heifst

f"(xg) := lim M

T—T0 T — g

die 2. Ableitung von f an der Stelle xy € (a,b). Die Funktion f heifit k-mal stetig
differenzierbar in (a,b), falls die [-ten Ableitungen f© : (a,b) — R, £ =0,...k,
existieren und stetig sind. (0. Ableitung ist dabei die Funktion selbst.) Kurz schreibt
man f € C*(a,b).

Wir betrachten nun die Taylorapproximation einer Funktion f. Dabei wird davon
ausgegangen, dass das lokale Verhalten der Funktion an der Stelle xq bekannt ist.
Genauer gesagt, sollen an der Stelle zy der Funktionswert und die ersten k& Ableitungen
bekannt sein. Gesucht wird ein Polynom k-ten Grades

Pk(.’L') = Qo —+ al(x — .’L’o) —+ az(l' — .%'0)2 -+ ag(l' — .’L’o)g + -+ ak(x — .’L’O)k
mit diesen Eigenschaften. Fiir Py(z) gilt

f(z0)=Pr(wo)=ao, ['(z0)=P(xo)=a1, f"(z0)=P(x0)="2az,
F" (o) =P} (x0)=3as, ..., f®(x0)=PM (x0) =k as.

Damit ergibt sich

m (k) T .
Pela) = f o+ (wo) a0+ L0 (024 L0 200 (0.

Dieses Polynom heifit das Taylorpolynom Akten Grades und bildet die Grundlage
der Taylorentwicklung:

(l'_l'o)2_|_. . .+

f//(x0>
2

Satz 9.8 (Taylor). Sei f € C*(a,b), zy € (a,b), dann existiert & € (o, ) oder
€ € (x,xp) mit

f(z) = fzo) + f'(wo)(x —z0)+...+ !f(k)($0)($—$o)k+ 1

CELACCRE

k
1
:Zﬁf (xo)(x — ) + Ri(z, x0)

Z

Mit der Taylorentwicklung wird eine Funktion f

— fiir k=0 durch eine Konstante f(z)~ Py(x)= f(xo),
— fiir k=1 durch eine Gerade f(z)~ P;(z)=f(xo)+ f'(x0)(x—1x0) (Tangente),
— fiir k=2 durch eine Parabel f(x)%Pg(x):f(xo)+f'(x0)(x—x0)+%f”(x)(:p—xo)Z

— USW.
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approximiert. In diesem Sinne ist die Taylorapproximation (Approximation durch ein
Polynom k—ten Grades) eine Verallgemeinerung der Differentiation (Approximation
durch ein Polynom 1. Grades).

Falls das Restglied Ry(z,x¢) — 0 fir £ — oo gilt, sprechen wir von der Taylorreihe
von f,

F) = 30— F D ) — )"

Beispiele:
ok
e’ = Z%, relR
k=0
1 —
Tor = %x , | <1
sin x = %x%ﬂ , reR
k:O( +1)!
Ccos T = Z((2k§!$2k , relR
k=0
- (_1)k k+1
In(z+1) = Z x x e (—1,1)

9.5 Kurvendiskussion

Definition 9.8. Fine Funktion f : I = [a,b] — R heifit monoton wachsend (fal-
lend), falls aus © <y folgt f(x) < [f(y) (f(x)> f(y)).

Definition 9.9. Eine Funktion f : I — R heifit konvex (konkav), falls fiir alle
z<yelund € [0,1] : Af(x)+ (1 =Nf(y) > fOAz+ (1 =Ny)  (Af(zx)+(1—
Nfy) < fAx 4+ (1 = N)y)) ist, d.h. die Sehne von (z, f(x)) nach (y, f(y)) oberhalb
(unterhalb) des Graphen von f liegt.

Satz 9.9.

a) Sei f € Cl(a,b). Falls f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b) ist, dann ist f monoton
wachsend.

b) Sei f € C?*(a,b). Falls f"(z) > 0 fiir alle z € (a,b), dann ist f konvex (d.h. die
Tangente liegt unterhalb des Graphen).
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Definition 9.10. Ein Punkt xy € (a,b) heifit lokales Minimum (lokales Maxi-
mum) von f: I — R, falls ein ¢ > 0 existiert, so daf§ f(z) > f(xo) (f(z) > f(x0))
fir alle x € [xg — e, 20 + €] N I gilt.

Definition 9.11. Sei f € C%(a,b). Ein Punkt (xo, f(x0)), an dem die zweite Ableitung
thr Vorzeichen dndert heifst Wendepunkt.

Satz 9.10. Sei xy € (a,b) ein lokales Extremum (Minimum oder Mazimum) und
f € C'Ya,b), dann liegt im Falle eines Vorzeichenwechsels bei f' von + nach — an der
Stelle xq ein lokales Mazimum vor. Fiir f € C?*(a,b) mit f'(zo) = 0 und f"(x0) < 0
st dies ebenso der Fall.

Satz 9.11. Sei (z, f(x0)) ein Wendepunkt von f € C*(a,b), dann ist f"(x¢) = 0. Ist
f € C3(a,b) und gilt fiir vo € (a,b)  f"(x0) = 0 und f®(x0) # 0, so ist (xo, f(70))
ein Wendepunkt von f.

f'(x) >0 f'(x)=0 f(x) <0

f'(x) > 0 | mon. wachsend u. konvex | wachsend | mon. wachsend u. konkav

fl(x)=0 relatives Minimum relatives Maximum
f'(x) <0 | mon. fallend u. konvex fallend mon. fallend u. konkav
Kurvendiskussion

Es sind folgende Eigenschaften einer Funktion zu diskutieren:

1. Definitionsbereich

2. Symmetrien (falls vorhanden)

3. Nullstellen (Schnitte mit z—Achse)
4. Schnitt mit y—Achse

5. Polstellen

6. Asymptotik: Verhalten an Polstellen, an den Randpunkten des Definitionsberei-
ches bzw. im Unendlichen

7. Monotonie
8. Extrema

(a) globale Extrema
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(b) lokale Extrema
9. Kriimmungsverhalten
10. Wendepunkte

11. Wertebereich

9.6 Regel von I’Hospital

Satz 9.12 (Regel von I'Hospital). Seien f und g stetig und differenzierbar. Ist f(t) =
g(t) =0 bzw. f(t) = g(t) = Loo, dann gilt

lim /() = lim f'(z)

et g(z) o=t g'(7)

’

falls der rechts stehende Grenzwert existiert. t darf dabei auch o0 sein.

9.7 Aufgaben

9.1. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

2 92 3 1 1 12
a) lim 952—1——95—4— b) lim %, c¢) lim( — 3 ) !
z—o0 422 + Hx 4+ 6’ z—00 9 4 /0 =2 2 X 8

9.2. Fiir die Groflen o und y liegen folgende Werte vor:
2.5 ) )
H 0.5 } 04 } 095 (z.B. erfiillt von y(x) = ;)

a) Ermitteln Sie eine Néherung fiir y(3) durch lineare Interpolation aus y(2)
und y(4) !

b) Ermitteln Sie eine Ndherung fiir y(3) durch lineare Interpolation aus y(2.5)
und y(4)!

c¢) Ermitteln Sie eine Ndherung fiir y(3) durch quadratische Interpolation aus
y(2), y(25) und y(4) |

9.3. Fiir die Groéflen x und y liegen folgende Werte vor:

v [4]5]38 ) 480
@) 02460 (z.B. erfiillt von y(z) = 120—7)

a) Ermitteln Sie eine Néherung fiir y(6) durch lineare Interpolation aus y(5)
und y(8) !

b) Ermitteln Sie eine Ndherung fiir y(6) durch quadratische Interpolation aus
y(4), y(5) und y(8) !
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9.4.

9.5.

9.6.

9.7.
9.8.

9.9.

9.10.

9.11.
9.12.

9.13.

Das Anfangskapital K(0) werde zu ¢ p.a. kontinuierlich verzinst (s. Aufgabe
8.11), t € R sei die Zeit in Jahren.

a) Zeigen Sie, dass das Kapital proportional zu seiner Hohe wéchst! Wie grof3
ist der Proportionalitétsfaktor?

b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve K(¢) im Punkt
(t, K(1)) !

¢) In welchem Punkt schneidet die Tangente die ¢—Achse?

Differenzieren Sie nach z:
3

a)y:%—2x2—l—4x—5, b)y=xz++x, ¢ y=uwzsin(+3),

COS T

o ) y=(Va— ), f)y =2+ va?2+3,

g) y = sin®z + cos® z, h) y = (xcosz)” !

d)y=

Ermitteln Sie f’(?) fir f(t) = V1 + cos?¢? !
Bestimmen Sie die n—te Ableitung von y = zf(x) !

Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve f(z) = /1 + cosz im
Punkt = 7 und skizzieren Sie f(z) = /1 + cosz !

Ein Unternehmen erzielt beim Absatz von x Mengeneinheiten einer Ware eine
Gewinn von G(z) = 1004/ —3x. Danach wird eine Mengensteuer von T'(x) = rz
erhoben. Bestimmen Sie denjenigen Steuersatz r, bei dem der Staat hochste
Steuereinnahmen hat, wenn man nettogewinnorientiertes Verhalten des Unter-
nehmers unterstellt!

Ein Mann befindet sich in einem Ruderboot vor einer geradlinigen Kiiste. Der
Abstand zum néchsten Kiistenpunkt K betrdgt 8 km. Der Mann méchte zum
Kiistenpunkt Z, der vom Punkt K genau 10 km entfernt liegt. Der Mann rudert
mit einer Geschwindigkeit von 3 km/h zu einem Kiistenpunkt M zwischen K
und Z und lauft anschlieBend mit einer Geschwindigkeit von 5 km/h zum Punkt
Z. Welchen Kiistenpunkt muss der Mann ansteuern, um sein Ziel in kiirzester
Zeit zu erreichen?

Welches Rechteck mit gegebenem Umfang U hat die grofite Flache?

Wie sind die Ausmafe einer zylindrischen Konservendose zu wéhlen, damit
sie den Inhalt 1 Liter hat und zu ihrer Herstellung moglichst wenig Material
benotigt wird? Wie grof3 ist der Materialverbrauch pro Dose (ohne Verschnitt)?

Diskutieren Sie den Verlauf folgender Funktionen und skizzieren Sie sie:
2
3 4+ x—6
= -3 b)y=——5>—"1
a) y Z (33' )7 ) y x2 _ 1
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9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

9.19.

9.20.

9.21.

9.22.

Sei a, b, ¢ > 0. Diskutieren Sie den Verlauf der logistischen Funktion y = b
e
und skizzieren Sie sie!

Diskutieren Sie den Verlauf folgender Funktionen und skizzieren Sie sie:

3 1 2?2 +4r+4
=2 b B e B
Diskutieren Sie den Verlauf folgender Funktionen und skizzieren Sie sie:
x? 1.
a)y:ﬁ, b)yzism%:—l—cosx !

Die iiber einem Teil der reellen Achse definierte Funktion
[ sinfz[ 0 §|x\§%
J@=\"1 Tcpl<x

werde so auf die komplette reelle Achse fortgesetzt, dass eine Funktion mit der
Periodenlédnge 27 entsteht. Diskutieren und skizzieren Sie den Verlauf dieser
Funktion!

a) Entwickeln Sie die Funktion f(x) = x3 im Punkt xy = 1 nach der Taylorschen
Formel!

b) Geben Sie das Restglied bei Abbruch nach dem konstanten, linearen, qua-
dratischen bzw. kubischen Glied an!

c) Skizzieren Sie die Funktion und die Taylorpolynome nullten bis dritten Gra-
des!

a) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = sinhz im Punkt zy = 0 nach der Tay-
lorschen Formel!

b) Wie lauten die Taylorpolynome dritten und vierten Grades P3(z) und Py(x)?

c) Geben Sie die jeweiligen Lagrangeschen Restglieder an!

d) Zeigen Sie durch Abschitzung des Lagrangeschen Restgliedes, dass fiir |z| <
1 die Abschétzung |Py(z) — sinhz| < = gilt!

e) Wie groB ist der Fehler bei Verwendung des Taylorpolynoms vierten Grades
fiir x = 1 tatséchlich?

f) Beweisen Sie, dass die Taylorreihe fiir sinh z um den Entwicklungspunkt zq =
0 fiir alle x konvergiert!

Entwickeln Sie f(z) = cosx fiir zy = 0 nach der Taylorschen Formel, geben Sie
das Restglied an und beweisen Sie die Konvergenz der Taylorreihe!

Schitzen Sie ab, fiir welche Winkel ¢ bei Anwendung der Ndherungsformel
2
cosp~1— % die Fehlerschranke 0.0001 eingehalten wird!

Die Anzahl z der Fahrzeuge, die eine bestimmte Strafle stiindlich passieren
konnen, lasse sich aus der mittleren Geschwindigkeit v in m/s bei einer mittleren

103



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

Fahrzeugldange von 4 m nach folgender Formel berechnen:

2(v) = 1000———-.
v,
44 1 + iV

a) Die Strafle werde durchschnittlich mit vy = 12m/s passiert. Approximieren
Sie z um vy durch ein Taylorpolynom 2. Grades!

b) Welche Schlussfolgerungen lassen sich daraus fiir die Durchlassfdhigkeit der
Strafle ziehen, wenn sich die Durchschnittsgeschwindigkeit gegeniiber vy er-
hoht?

c¢) Bei welcher Durchschnittsgeschwindigkeit in km/h ist die Durchlassfahigkeit
der Strafle am gréfiten?

Sei m eine beliebige reelle Zahl.

a) Entwickeln Sie f(z) = (1 + 2)™ nach Potenzen von z !

b) Beweisen Sie mit Hilfe des Quotientenkriteriums, dass die Reihe fiir |z <1
konvergiert!

= 1 2
c) Zeigen Sie, dass fir |z| <1 (14 x)fB:Z (n+ )2(n i )(—x)" gilt!
n=0

d) Stellen Sie 1.00172 und die Approximation davon durch Taylorpolynome null-
ten, ersten, zweiten und dritten Grades gegeniiber!

Wenden Sie die 'Hospitalsche Regel auf folgende Grenzwerte an:

. sin2x .
a) lim , b) lim — !
z—0 3z z—o00 T

Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

3 3x s
-1 e’ _ 1 Cos Zx 1 —-cosz
a) lim , im ——, ¢) lim—2-, d) lim ————,
z—1 Inz x—0 In(1 + z) e—1 x —1 =0 22?2
e —1 . 1—cosz . 5 —arctanx . tanz —x
e) lim ———, im —————, g) lim *———<—, h) lim ———,
z—0 In(1 + 22) z—0 22 4 sin” x z—oo In (1+ ) z—0 sinx — x

T X+ cosx
) lim(l — ™)eotz, ) lm(r— ) tan s, 1) lim L5
1) xli%( € )CO z, J) IEE‘_(W l’) an27 )zl—rnolol’—l—SIIlJf

2 42000 2
a und b seien reelle Parameter. Berechnen Sie lim ax” + T !
z—oo  br? —bHr — 8

In welchen Punkten x € R sind die folgenden Funktionen stetig:

B @ =l b @) =S o) f(@)=cospsing,  d) f(z) =
C.OSZL' ?

Fiir die Produktion von x < 2000 Einheiten einer Ware lautet die (Gesamt-
)Kostenfunktion K (z) = 1500 + 5z — 0.001z%. Ermitteln Sie die Durchschnitts-
und die Grenzkostenfunktion sowie fiir z = 1000 und z = 1900 jeweils die

104



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

Gesamt-, Durchschnitts- und Grenzkosten sowie die tatsdchlichen Mehrkosten
fiir die Produktion einer zusétzlichen (d.h. der 1001. bzw. 1901.) Einheit!

9.29. Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:

a) f(z) = (20+3)%c* 3 In(22+3), b) f(z) =\/a\/aVz, ) flz)=InVad + 224,

(x + 2)sin(3z + 4)

3
d = = (lga®)® |
) f) DREEED o) f) = (ee?)
9.30. Die vom Preis p abhingige Nachfragefunktion eines Produktes laute f(p) =
20000
13 Ermitteln Sie fiir einen Preis von p = 2 die Auswirkungen einer Preis-
P

erhohung von 1 % mit Hilfe der Elastizitéat sowie exakt!

3 1
9.31. Sei x > 0. Berechnen Sie die Elastizitéit der Funktion f(x) = 2z — 3 +—!'Woist
x

die Funktion elastisch (|e| > 1), proportionalelastisch (|e| =1) bzw. unelastisch
(le| <1)? Skizzieren Sie die Funktion und ihre Elastizitdtsbereiche!

9.32. In einem Betrieb werden m Mengeneinheiten einer Ware pro Jahr gleichméfBig
verbraucht. Dafiir werden regelméfig x Einheiten dieser Ware bestellt, die vor
der néchsten Bestellung vollstédndig verbraucht werden. Fiir jede Bestellung ent-
stehen Kosten in Hohe von B. Der Wert einer Mengeneinheit der Ware betréagt
w, der Wert des durch eingelagerte Ware gebundenen Kapitals wird mit ¢ p.a.
verzinst.

a) Ermitteln Sie die Bestellmenge, bei der die Gesamtkosten fiir Bestellung und
Lagerung minimiert werden!

b) Sei m = 2800, B = 50 €, w = 100 €, i = 7 %. Wie hoch ist die opti-
male Bestellmenge, welche Gesamtkosten entstehen dabei fiir Bestellung und
Lagerung?

9.33. Untersuchen Sie in Abhéngigkeit vom Parameter a das Verhalten der Funktion
f(z) = (a—2x)cot 3z fir o — m |
1, i 1
~ 4 sin - 1 1
9.34. Berechnen Sie a) lim £——* b) lim ( — — —) !
e—0 cotw a—0 \ rsinr  x?
9.35. Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion f(z) = /x —+/48—2x, x € R und

skizzieren Sie sie!

9.36. a) Die Funktion K(x) =5-10"%2% —6-10~*2? 4 20.52 + K, gebe die Kosten fiir
die Produktion von z Stiick einer Ware in € an, wenn z positiv und K (z)
konkav ist. Fiir welchen Bereich von Stiickzahlen z ist die Funktion K (x) als
Gesamtkostenfunktion anwendbar?

b) Es sei bekannt, dass fiir x =10000 die Elastizitédt der Gesamtkosten in Ab-
héangigkeit von der Stiickzahl 0.5 betrégt. Wie hoch sind die Anfangsinvesti-
tionskosten Ky?
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9.37.

9.38.

9.39.

¢) Welche prozentuale Kostensteigerung hat bei x =10000 eine Steigerung der
produzierten Stiickzahl um 0.4 % ungefihr zur Folge?

d) Ermitteln Sie die Durchschnitts- und die Grenzkostenfunktion!

e) Es liegt ein Auftrag von 10000 Stiick vor. Wie hoch muss der Preis pro Stiick
mindestens festgesetzt werden, um die entstehenden Kosten zu erwirtschaf-
ten?

f) Fiir ein Sonderangebot sollen iiber die 10000 Stiick hinaus einige weitere
Einheiten der Ware produziert werden. Wie hoch muss der Preis dafiir min-
destens festgesetzt werden, um wenigstens die Kosten zu erwirtschaften?

§ 32a Absatz 1 des Einkommensteuergesetzes in der wegen der Flutkatastrophe
erst und nur fiir das Jahr 2004 anzuwendenden Fassung bestimmt den Einkom-
mensteuertarif in folgender Weise:

Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem zu versteuernden Einkom-
men. Sie betrdgt vorbehaltlich der §32b, §34, §34b und §34c jeweils in Euro fir zu
versteuernde Finkommen

1. bis 7.426 Euro (Grundfreibetrag): 0;

2. von 7.427 Euro bis 12.755 Euro: (747,80 - y + 1.700) - y;

3. von 12.756 Euro bis 52.292 Euro: (278,59 - z + 2.497) - z + 1.118;
4. von 52.298 Euro an: 0,47 - © — 9.2532.

Ly st ein Zehntausendstel des 7.426 FEuro tibersteigenden Teils des auf einen vollen
Euro-Betrag abgerundeten zu versteuernden Einkommens. ,z“ ist ein Zehntausendstel
des 12.755 Furo ibersteigenden Teils des auf einen vollen Euro-Betrag abgerundeten
zu versteuernden Finkommens. ,z“ ist das auf einen vollen Euro-Betrag abgerundete
zu versteuernde Einkommen. Der sich ergebende Steuerbetrag ist auf den ndchsten
vollen Euro-Betrag abzurunden.

Von den Rundungsvorschriften soll hier abgesehen werden.

a) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhéingigkeit vom zu versteuernden
Einkommen 2 und stellen Sie diesen grafisch dar!

b) Ermitteln Sie fiir ein Einkommen von 20000 € die zu entrichtende Steuer,
ihren prozentualen Anteil am Einkommen sowie den Grenzsteuersatz!

Sei x < 0. Schétzen Sie ab, fiir welche  bei Anwendung der Ndherungsformel
2 3 4
e ~1l+z+ % + % + 5—4 die Fehlerschranke 0.0001 eingehalten wird!

a und [ seien beliebige reelle Parameter. Berechnen Sie den Grenzwert
eQa:p - eBﬁx

lim — - !
—0 sin4ax — sin 65z

Kapitel 10
Integralrechnung in einer Verinderlichen
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10.1 Das bestimmte Integral (Riemann—Integral)

Definition 10.1. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Wir nennen eine
Funktion t : [a,b] — R eine Treppenfunktion, falls es eine Zerlegung a = xy <
T < Ta... < Tpoy < xy = b gibt, so daff t in jedem Intervall (z;, x;y1), 1 =

0,...,n —1 konstant ist, d.h. t(x) =& Va € (x;,Ti1)-

\/ \/

/

@Ak?gggggg

Abbildung 10.1: Beispiel einer Treppenfunktion im Intervall (a, b).

Fiir Treppenfunktionen definieren wir das bestimmte Integral durch
b

JECLED SCNE)

a

Fiir t(z) > 0 Va € [a,b] entspricht dies dem Flidcheninhalt zwischen dem Graph der
Treppenfunktion und der x - Achse (siehe Abbildung 10.1).

Um fiir die beschréankte Funktion f das Riemann-Integral zu definieren, brauchen
wir noch den Begriff des Infimums. Das Infimum oder auch groite untere Schranke
einer Menge A ist definiert durch inf A := max{z € R : x < a Va € A}. Das
Supremum oder auch kleinste obere Schranke einer Menge A ist definiert durch
supA:=min{z € R:x >a Va € A}.

Hiermit definieren wir das Integral iiber die Funktion f als

mf{/ 5 tilab =R, Hz) < f@), Voclabl).

Das Infimum wird also iiber alle Treppenfunktionen mit ¢(z) < f(x) gebildet.
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Definition 10.2. FEine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifft Riemann—inte-
b

grierbar, falls Iy(f) existiert. In diesem Fall heifit [ f(x)dz := Io(f) das bestimmte
Integral. ’

Satz 10.1.
(a) Ist f € C°[a,b]) (also stetig auf [a,b]), dann ist f auch Riemann—integrierbar.

(b) Ist f : [a,b] — R beschrinkt und monoton, dann ist f ebenfalls Riemann-
integrierbar.

Satz 10.2. Sind f,g beide Riemann—integrierbar, , so sind auch f + g und f - g
Riemann—integrierbar. Es gelten folgende Beziehungen:

b

1+ @)@z = [ () + [ g()da

3. fbf(x)dx = fcf(x)dx +ff(x)dx fir jedes ¢ € (a,b)
4. Aus f(z) < g(z) Vz € (a,b) folgt fbf(x)dx < fg(:c)dx

5.

[

b
< [1f(@) do

b
Bemerkung 10.1. Das Riemann—Integral | f(x)dz einer Funktion f(x) > 0 (punkt-

weise) in einem Intervall x € [a,b] ist anschaulich der Flicheninhalt der vom Graph
von f und der x—Achse eingeschlossenen Fliche.

Definition 10.3. Sei f : [a,b] — R Riemann integrierbar. Eine differenzierbare
Funktion F : [a,b] — R heifft Stammfunktion von f, falls F'(x) = f(z) Vz € [a,]
gilt.

Satz 10.3 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f € C%[a, b].

1. Die durch F : [a,b] — R, F(x ff )d1 definierte Funktion ist eine
Stammfunktion von f, d. h. F'(z /f )dr) = f(z), = € [a,b]. Jede

Stammfunktion von f hat die Form F(x) + C' mit einer Konstanten C' € R.
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2. Fiir jede beliebige Stammfunktion F' von f gilt

b

/f(x) dr = F(2)|? = F(b) — F(a).

a

y
f(x)
—
|

/ | | T xT)— €T
\ : P g S =)
| | |
0 :
a T x+ Nx b X

Abbildung 10.2: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 10.4 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Ist f € C°[a,b|, so existiert ein
b
§€labl mit [ fx)dz = (b—a)f(S).

10.2 Die partielle Integration

Satz 10.5 (Partielle Integration). Seien f,g € C'[a,b], dann gilt
[ roa®a=roa)Z - [ rog

Beweis:

Sei H(z) := f(x)g(z)— f(a)g(a), dann gibt die Anwendung der Produktregel H'(x) =
f'(@)g(x) + f(2)g'(x).

Der Hauptsatz der Integralrechnung liefert die Behauptung.
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Beispiel 10.1. f'(t) = cost g(t) = cost

x xT
/COSQtdt = sintcost}fzo —/sint(—sint) dt
0 0
x €T
= sintcost‘tx0+/1dt—/cos2tdt
0 0

= 2/cos2tdt: [t +sintcost]y, =z +sinzcosx

0

10.3 Integration durch Substitution

Satz 10.6 (Substitutionsregel). Sei f € C%a,b] und ¢ : [c,d] — [a,b] eine invertier-
bare Funktion mit ¢ € C*c,d], dann gilt:

T ¢~ ()
[roa= [ s

~1(a)

beziehungsweise

() x
£(t) dt = / F(()g () dr

v(c)

Beweis:

Wir betrachten H(x) := F(p(x)) = [ f(¢(t)) dt+c. Mit der Kettenregel folgt H'(z) =
fp(x)) - ¢'(x) und

b ©(b)
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1

dt
Beispiel 10.2. Gegeben sei das Integral I = /m Zur Berechnung des Inte-
0

o o . sin 7

grals wenden wir die Substitutionsregel an, wobei wirt durcht = tant = = (1)
CosST
1
ersetzen. Wir erhalten dann ¢'(1) = ——— und 7 = ¢~ '(t) = arctant.
cos? T
Damit folgt nach Satz 10.6
1 p1(1) arctan 1
dt dr dr
[ = 722 = —3 = 3 —5
(]_ +t ) cos2 7_(1 + s1n27)2 cos? T(COS TJgsm 7)2
0 9071(0) COoSs“ T arctan O COoSs“ T
T . z
= / 1T :/COSQTdT

cos? 0

und weiter mit Beispiel 10.1 folgt
/4 o dr — t  sintcost|® w N sin 7 cos 7§ _T 1
0 2 o 8 2 8 4

Zur Ubung: Berechnen Sie die folgenden Integrale mit der Substitutionsregel:
() % 1
x :
a) /g dz, b) /esmx cosz dx, c) / dz.
9(x) 1 —a?
0

10.4 Integration rationaler Funktionen

Definition 10.4. Fine Funktion f der Form x — f(x) = % mit den Polynomen p

und q heif$t rationale Funktion.
Falls der Grad von p kleiner als der Grad von q ist, nennt man sie echt rational.

Lemma 10.1. Sei f(x) = %, dann existiert eine Darstellung der Form f(x) =

p(z) + % und g 1st echt rational.

Beweis:

Man erhélt diese Darstellung durch Polynomdivision.
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Satz 10.7 (Partialbruchzerlegung). Sei z — f(z) = % € R eine echt rationale
Funktion, und q besitzt die Zerlequng

g(a) =1 (2) - 17 (2) - ¢ (@) - g ()

mit den Linearfaktoren [;(x) = x — o, € R, und den quadratischen Funktionen
qi(z) = 2% + a;x + by, mit 4b; > a?.

Dann ezistieren in eindeutiger Weise reelle Zahlen A, B, Ci ., so dass gilt:

—~ (A Ai Ai,
flor = Zz(zi(x)*(zi(x))z* *(h(x»ﬁz’)

. Zk: (Bh +aCy . Bu G, )
=\ a@) (@i(x) )

Jede echt rationale Funktion lésst sich also mit Hilfe der Partialbruchzerlegung als
Summe echt rationaler Funktionen darstellen. Damit ist das Problem der Integration
rationaler Funktionen auf die Bestimmung einer Summe von Integralen mit entweder
linearen oder quadratischen Funktionen im Nenner zuriickgefiihrt. Diese Integrale
konnen alle bewiéltigt werden.

Beispiel 10.3. Die auftretenden Integrale sind in der Regel von dem Typ

/ dx _{log\x—a\—i—c firs=1

(x—a) e fiir s > 1

(z—a)
1—s

oder
1 2 20 +p
D) do = — 4.
T2+ pr g Vg = p? Vg — p?

Beispiel 10.4. Fiir Integrale der folgenden Form gilt

arctan

x+f dr — 1
/(x2+a:c+b)3 v 2(s —1)(22 4+ ax + b)*~!
a x+ 0
+ <B_§>/(x2+a:p—|—b)31 de.

Beispiel 10.5. Ebenso gilt

/ dx B 2 +a
(2 4+azx +b)* (s —1)(4b— a?)(a? + ax + b)s~!

2(2s — 3) / d

(s —1)(4b—a?) ) (22 +ax+0b)*!
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Beispiel 10.6. Ein kompliziertes Beispiel zur Partialbruchzerlequng.

. _ rp(x) _ [ 22*4323+42°4-82+8
Sei [ f(z)dx = [ rde = [ AR e

Zundchst stellen wir fest, dass der Nenner mit x = 1 nur eine reelle Nullstelle besitzt.
Wir kénnen also schreiben q(x) = (x — 1)(2? + 2z + 2)?. Die Anwendung von Satz
10.7 fiihrt auf den Ansatz

A Bz + 4 Box 4 Cs

f(x):x—l 2 42r42 (22422 +2)%

Bringt man die Quotienten auf den Hauptnenner und multipliziert aus, so folgt

20 + 3203 + 42 + 82+ 8 = (A+ By)r* + (4A+ B, + Oy)a?
+(8A4 + C) + By)a?
+(8A — 2By — By + Cy)x
F(4A = 20, — Cy).

Mittels Koeffizientenvergleich erhalten wir:

4A +Bl +BQ =3 Bl = 1
8A + B, —|—Cl =4 = Cl = -2
8A —2B; —Bs +C5 =38 By = -2
4A —2C7 —Cy =38 Co= 0
und damit folgt aus dem Ansatz
1 T —2 —2x
fz) =

x—1+x2+2x+2+(9€2+2x—1—2)2'

Alle auftretenden Integrale lassen sich geschlossen integrieren, wie wir oben gesehen
haben.

Viele Integrale lassen sich durch eine Substitution auf die Integration rationaler Funk-
tionen zuriickfiihren.

10.5 Uneigentliche Integrale

Definition 10.5 (Uneigentliche Integrale). Ist f fiir jedes x > a im Intervall [a, x]
integrierbar und existiert der Grenzwert

T

I=lim [ f(t)de,
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so nennt man
I:/ f(x)dz

uneigentliches Integral von f diber [a, o).

Analog werden die uneigentlichen Integrale iiber [—o00,a) sowie iiber den endlichen
Intervallen [a, b), (a, b], (a,b) definiert, falls der Integrand an den Intervallgrenzen nicht
definiert ist.

Beispiel 10.7. Sei a > 1, dann ergibt sich

[e%s) [e%s) b

1

—dx = /xo‘dx = lim [ z7%dz

xr< b—oo
1 1 1

b 1 1 1
= lim 277 = lim pl—« —
b—oo 1 — v 1 b—oo 1 — x 1l -« 1l -«

10.6 Aufgaben

10.1. Ermitteln Sie folgende Integrale:
1

1
2 4 1)? 2
a)/(xx;g)dx, b)/|x|dx, C)/lj—ﬁdx!

| 0

10.2. Gegeben ist die Grenzkostenfunktion K'(z) = 6z*—10z+15. Bei der Produktion
von 10 Mengeneinheiten entstehen Kosten in Hohe von 2000 Geldeinheiten. Wie
lautet die Gesamtkostenfunktion und die Durchschnittskostenfunktion?

10.3. Fiir die Produktion von 0 < z < 2000 Einheiten einer Ware laute die Grenz-
kostenfunktion K'(z) = 5 — 0.002z. Bei der Produktion von 1000 Einheiten
entstehen Kosten in Hohe von 5500 Geldeinheiten. Wie lautet die Gesamtkosten-
funktion und die Durchschnittskostenfunktion? Berechnen Sie die Werte dieser
Funktionen fiir z = 1900 !

10.4. Integrieren Sie durch Substitution:
1 2

2 3 1
a) /sian cos x dx, b) /#—;de, c) /x2+4dx!
0 0

10.5. Berechnen Sie folgende unbestimmten Integrale durch Substitution:

a) /(e‘m +e *)dx, b) /(2 sin3x + 3cosdx)dx, «c) /\7/6x—|— 5duz,
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(In x3)2 / T / e COS T
d de, L PP N A ) T e
)/ x z ) 142t v ) e3® 45 T8 Vsin?z + 3 !

.3
h) /ex5+“”4+x3+m2+“”+1(5x4+4x3—|—3$2+2x+1)dx, i) / sm5xd$ !
cos® T
1
10.6. Berechnen Sie die Stammfunktion von f(x) = ———— mit Hilfe der Substitu-
cosz + 3

. T
tion ¢t = tan — |
2

3
10.7. Ermitteln Sie das Integral / ze*” dz durch partielle Integration!
0

10.8. Ermitteln Sie durch partielle Integration:

e

a)/xsinxdx, b) /xzcosxdx, c)/arctanxdx, d) /x2 In zdzx !

1

10.9. Berechnen Sie f e” cosxdx, indem Sie das Integral zunéchst durch partielle
Integration auf [e”sinzdz und letzteres Integral wieder auf [ e*coszdx
zuriickfiithren!

10.10. Ermitteln Sie [ sin* x dz durch Riickfiihrung auf Grundintegrale mittels par-
tieller Integration mit u = sin®x, v/ =sinz !

2 2

Hinweis: Nutzen Sie ggf. die Beziehung cos®x =1 —sin“x und behandeln Sie

[sin*xdz auf analoge Weise!

d
10.11.a) Wenden Sie auf das Integral / ﬁ die Formel fiir die partielle
x

1
Integration [ wv'dz =uwv — [ v'vdr mit u= ———%, v=1 an!
D)

d d

b) Stellen Sie 790” durch 736_ dar!
(.CL'Q—Fl) (x2+1)n 1
) dx

c¢) Berechnen Sie / — !

@)

10.12. Berechnen Sie durch Partialbruchzerlegung:
br —1 2 3z? + br — 2
a)/xidx, b)/de, c)/ vt dz !
2 —x—2 a3 — 222 (x24+1)(3z+ 1)

10.13. Berechnen Sie durch Partialbruchzerlegung:

223 — 22 — 10z + 19 9x% — 2z — 8 3224+ T+ 1
d b —d —d
a)/ 22+2x—06 x, )/ B4z 0 C)/:c3+2x2+xx

’
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z !

Q) /2x3+5x2+27x+12 ) /x4—5x3—|—7x2—13x—10
x, e
x2 4 2z + 10 ’ x3 — 52
10.14. Berechnen Sie

)/ dx b)/ dx c)/ 'dx - \/1;——:pdx’

e3r + 5’ sinz’ 8 —4sinx + T7cosz

1—
/\/ x /sin 4z sin 6zdz !
1+x

10.15. Berechnen Sie folgende bestimmten Integrale:

5w

™ 1

a)/|sinx|dx, b) /xcosi’)xdx, c)/ 1:;6 5 dz !
) (2 +1)(x +2)

_r 0

IS

10.16. Berechnen Sie den Inhalt der Fliache, die von y = (z — 1)(z — 2)(x — 3), x = 0,
x =4 und y = 0 begrenzt wird!

10.17. Berechnen Sie den Inhalt der von den Kurven y=sin gx und y=—x3+6x2—8x

begrenzten endlichen Fliche!

10.18. Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale:

1 00

1 1
1 1 1
—d b —d d —dz!
>/fx >/ / ot >/ —ds
0 0 1

0

10.19. Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale, wobei « eine beliebige reelle

Zahl sei:
1 o0 11 0 o0
a) /:po‘dx b) /xo‘dx c) _dr d) / /Qxe_%dx'
/ ’ NEET T+ |
0 1 2 —oo 0

10.20. Ermitteln Sie folgende Integrale:

a) /%%Q)de, b) /( o1 — }—l—i)dx, c) /(ex+1+2x—7r)dx,
d) /1fx2dx !

10.21. Integrieren Sie durch Substitution:

2
a)/xiﬁdx, b)/sin2xcosxdx, c) /(5sin4x—30082x)d:p,

2?2+ 3x 42
1
d)/\5/6:c+7dx, e) /mdx, f) /e2x2+4xdx !

10.22. Ermitteln Sie durch partielle Integration:
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a) /xe% dz, b) /sinx r?dz !

2
10.23. a) Berechnen Sie /(x3 —z)dz !

-2
b) Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von y = 23—z, x = =2, z = 2 und
y = 0 begrenzt wird!

10.24. Ermitteln Sie folgende Integrale:

o
3

3 2

a) /|x— 1] dz, b) /xzdiiél’ c) /|sinx|dx !
_ 0 _%
10.25. Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale:
o) 00 1
/—dx b)/idx, c)/ / x, e)/#dx'
8 Ve ~1 0 L+ xZ 1 VIt

10.26. Die Herstellungskosten fiir ein Produkt werden fiir die 12 Monate eines Jahres

mit K,, = 100 (10 +m + 2me*m/12) , m = 1,2,...,12 prognostiziert. Durch
12

Addition erhélt man als Jahressumme Z K,, = 27834.94.
m=1
12
a) Die Kostenprognose fiir das Jahr soll mit Hilfe des Integrals [ K (t)d¢ erfol-
0

gen, wobei K (t) =100 (10 4+ ¢ + Qte_t/m) ist. Berechnen Sie dieses Integral!
b) Stellen Sie das Integral und die Summe als Flidchen dar!
¢) Warum wird bei der Prognose mit dem Integral die Jahressumme unterschétzt?
Wie konnte fiir die gegebene Funktion die Jahressumme besser mit einem In-
tegral prognostiziert werden?

10.27. Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale:

a) / (6sin(4—3xz) 4+ 3e7>* +5) du, b) / Ve + a8 (e* + 427 du,

1 1
d d —d
c) /x2—|—49 “ ) /x2+2x+50 ©
e) /ex cos3zdz !

10.28. Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale:

1 7 42
1 T
_ |
a) / T2 dz, b) /x|:c\ dz, c) / T dz !
-1 —4 2
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10.29. Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale, sofern diese existieren:

3 - . ) .
1 1 1
a) /\/ﬁ dz, b) /\/ﬁ dz, c¢) /cosxdx, d) /x27+4 dz, e /xe&r de |
2 3 ] J J

10.30. Ermitteln Sie den Inhalt der von y = sin(2x+7), der 2—Achse zwischen 0 und

9 9
gw sowie x = gw begrenzten Fliche!

3
d
10.31. Welchen Wert hat das Integral /—f ?
x
-1

Kapitel 11
Kurven im Raum, Kurvenintegrale

11.1 Kurven im R"

1(t)
Definition 11.1 (Kurve). Sei @ : [a,b] — R™ mit t — x(t) = : eine in jeder

T (1)
Komponente stetig differenzierbare Funktion; € C* ([a,b], R"™). Dann wird durch die
Menge

K :={x(t):t € |a,b]}
eine Kurve bzw. ein Kurvenstiick im R™ definiert.

Definition 11.2 (Geschlossene Kurve). Fine Kurve heif$t geschlossen, falls x(a) =
x(b) gilt.

Definition 11.3 (Doppelpunktfreie Kurve). Eine Kurve heifit doppelpunktfrei, falls
x(t1) # x(ta) fir alle ty # ty € [a, b] ist.

Man nennt ¢t — x(t) eine Parameterdarstellung der Kurve K.

Bemerkung 11.1. Sei s — t(s),t : [a,b] — [a,b] eine beliebige, stetig differenzierbare
Abbildung, dann liefert s — x(t(s)) = y(s) eine weitere Parameterdarstellung von K.

Beispiel 11.1. Parameterdarstellung eines Kreises und eines Halbkreis.

Sei x(t) = (58) mit x(t) = cos(t) und y(t) = sin(t). Firt = [0,27) erhdlt man

den Einheitskreis im R?, fiir t = [0, 7] den oberen Halbkreis.

118



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

Setzt man nun s = cos(t), so erhdlt man mit

o) = (). selL

eine weitere Parametrisierung des Halbkreises. Vertauscht man die Intervallgrenzen,
so entspricht das der Umkehrung der Orientierung.

Beispiel 11.2. Eine Schraubenlinie im R3 erhdlt man z.B. mit

2cost
x(t) = | 2sint (s. Abb. in Bsp. 11.5).
t

Definition 11.4 (Regulire Parametrisierung). Sei € C* ([a, b], R™), dann heifit K

reguldr beziiglich & parametrisiert, falls |&(t)| = |La(t)| # 0 fir alle t € [a,b] ist.

Satz 11.1 (Tangente, Bogenlinge). Sei I = [a,b] und © € C'(I,R) eine regulire

Parametrisierung von K = {x(t) : t € I}.

Fir ty e I st die Gerade T = {p(t) := x(ty) + x(to)(t — ty), t € R} mit dem
s (to)

Tangentenvektor @ (to) =% x| . : die Tangente an K im Punkt x(ty).

%xn(to)

t
Ferner ist s(t) = [ |@(7)| dr die Bogenlénge der Kurve vom Anfangspunkt x(a) bis
zum Punkt x(t).

Beweis:

Die Gerade durch x(#;) und x(ty) ist gegeben durch

(x(t) — (t))
(tr = to)

Bildet man den Grenzwert t; — ty, dann ergibt sich die 1. Aussage.

Py, () = =(lo) + (t —to)

g

Beispiel 11.3. Wir betrachten wieder die Parametrisierung eines Kreises, mit x(t) =
cost und y(t) = sint firt = [0,27). Dann erhalten wir fir die Bogenlinge

t t t
s = / V(1) + 93 (r)dr = / V(=sin7)2 4 (cos7)2dr = /dT =t
0 0

0

Im Falle t = 27 erhalten wir mit s = 27w den Kreisumfang.

Es gilt $(t) = %s(t) = |&(t)].
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11.2 Begleitendes Dreibein und Kriimmung

Wir betrachten nun speziell Kurven im R3.

Definition 11.5. Sei |@(t)| # 0.

: x(t) I
Dann heifit T'(t) = — = —x(t) Tangentenvektor
[z@)]  s@)
1 .
und N(t) = mT(t} Hauptnormalenvektor
sowie B(t) :=T(t) x N(t) Binormalenvektor

Die drei Vektoren (T'(t), N(t), B(t)) bilden das begleitende Dreibein (s. Folie Abb.
20.7 und Abb. in Bsp. 11.5) der Kurve K an der Parameterstelle ¢ € I.

Das begleitende Dreibein spannt 3 Ebenen auf: Die Schmiegebene ist die Grenzlage
der Ebenen, die durch den Kurvenpunkt @(¢) und zwei benachbarte Kurvenpunkte
x(t1) und x(t2) gehen, beit; — ¢ und ¢ty — ¢. Sie wird von T'(t) und N (¢) aufgespannt,
ihr Stellungsvektor ist B(t). Die Normalebene wird von N (¢) und B(t) aufgespannt,
ihr Stellungsvektor ist T'(t). Die rektifizierende Ebene wird von B(t) und T'(t)
aufgespannt, ihr Stellungsvektor ist N (t).

Die Anderungsrate lim T(t) = T(t) = T@O)
t—to s(t) — s(tp) 5(to)

liefert wegen dem Satz von 1'Hospital

die Kriimmung

- T(ty) - }T(to)‘
) = 151h0) | = Tatto)]
(s. Abb. in Bsp. 11.5).
GeméB Definition ist
&) = STt
und  &(t) = EO)T(t) +5)T(t)
_ 2 T(t)
= E(OT(t) + LM )

Somit gilt fiir den Binormalenvektor
& x & = 38T x T + $*HT x N = |$*HB| = $*H
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und daraus folgt

\:zx:;:\

H=E"
]

Die Grenzlage der Kreise, die durch den Kurvenpunkt @(¢) und zwei benachbarte
Kurvenpunkte x(t;) und x(t3) gehen, bei t; — ¢ und t5 — t heifit Kriitmmungskreis.
Der Kriimmungskreis liegt in der Schmiegebene, sein Radius ist das Reziproke des
Betrages der Kriimmung und heifit Kritmmungsradius (s. Abb. in Bsp. 11.5).

Definition 11.6 (Natiirliche Parametrisierung). Durch die Wahl der Bogenlinge s
als Parameter ist eine Parametrisierung ausgezeichnet. Man nennt diese natiirliche
Parametrisierung. Hierbei gilt

T(s)=a(s), |&(s)|=1 und H(s)=|@(s)| sowie T(s) = H(s)N(s).

Beispiel 11.4. Gegeben sei ein Kreis: x(s) = cos s,y(s) = sin s in natirlicher Para-
metrisierung. Dann erhalten wir fir den Krimmungsvektor

. —COS $
2(s) = (—sin s) '
Somit ist
H(s) = ‘w(s)’ = Vcos?s +sin’s = 1.

Das bedeutet, dass die Kriimmung konstant ist.

Beispiel 11.5 (Schraubenlinie).

2 cost In der Abbildung

x(t) = 2sint sind micht nor-

t mierte Vektoren

9 dargestellt, die mit

. den entsprechenden
Fir :13(0) = 0 Kleinbuchstaben
0 bezeichnet sind.
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0
Tangenteneinheitsvektor = % ?
Hauptnormaleneinheitsvektor N (0 O
0
: o 1
Binormaleneinheitsvektor =— | —
V5
Schmiegebene —y+22=0
—1/2
Kriimmungsradius %, —mittelpunkt 0
0
—1/245/2 cosg
Krimmungskreis X (¢) = V5 sin @

V/5/2 sin
(Kreis mit Radius 5/2 in der Ebene —y + 2z =0)

11.3 Kurvenintegral

Definition 11.7 (Eindimensionales Kurvenintegral). Sei f: K — R und fox : I —

R, fox(t) = f(x(t)), stetig, dann heifst

/f ))a(t)|dt = /f

das Kurvenintegral von f lings K.

Mit dem Kurvenintegral kann z.B. der Schwerpunkt eines Kurvenstiicks berechnet

werden.

Definition 11.8 (Mehrdimensionales Kurvenintegral). Sei D € R*", K C D,I =

la,b],2: [ — K und v : D — R"™, dann heifit

b

/ <v,dx >:= / <wv(x(t)),z(t) > dt

K a

das Kurvenintegral von v lings x.
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11.4 Von Kurven eingeschlossene Flichen

Definition 11.9 (Fliche). Seien f, g : [a,b] — R. Die Inhalt der Fliche E = {(z,y) €
b
R: f(z) <y < g(x),x € [a,b]} betrigt F' = [ |g(x) — f(x)|dx.

Definition 11.10 (Sektorfldche). Sei x(t) = (ilgg) ,t € [a,b] die Parameterdarstel-
2

lung eines Kurvenstiicks K, wobei Tx(t) ¢ K Vt € [a,b], T €[0,1) gelten, d.h. die

Strecke vom Koordinatenursprung zu jedem Kurvenpunkt die Kurve nicht schneiden

soll. Dann st die Sektorflaiche E definiert durch

E_U{Tzc , 7 €[0,1]}.

t€(a,b]

Satz 11.2 (Sektorformel). Sei x € C*([a,b],R?), dann gilt fir den Flicheninhalt A
der Sektorfliche E

:% / 1 (8 (1) — wa(t) 1 (1)) |

11.5 Aufgaben

11.1. Berechnen Sie die Bogenléngen folgender Kurven:

a) x%+y% —q3 (Astroide, Parameterdarstellung: z=acos®t, y=asin®t, a>0),

4
b) y = Va3, 0<a <z,

2
c)x=t, y=1t, z:§t3, 0<t<3!
11.2. Berechnen Sie die Lange von
- el cost
T b) x(t)=| e'sint | fiir 0<t<2!
t
e

a) y=1—Incosz im Intervall 0<z<

11.3. Geben Sie eine Parameterdarstellung des Kreises mit dem Radius 2 um den
Punkt (1,2) in der z—y-Ebene an, bestimmen Sie sein begleitendes Dreibein
(Tangenten-, Hauptnormalen- und Binormalen-Einheitsvektor), ermitteln Sie
seine Kriimmung und den Kriimmungsradius!

11.4. Ermitteln Sie fiir ¢ = 1 die Gleichungen der Tangente sowie der Normal- und
t
der Schmiegeebene an die Kurve x(t) = [ ¢* | !
t3
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11.5. Bestimmen Sie ausgehend von einer Parameterdarstellung der Ellipse
2 2
x_2 + %2 = 1 den Kriimmungsradius in ihren Scheitelpunkten!
a
11.6. Zeigen Sie, dass in einem beliebigen Punkt der Astroide T3+ Y
Kriimmungsradius gleich  3{/alxy| ist!

Hinweis: Parameterdarstellung der Astroide: x = acos®t, y = asin®t, 2 =0

11.7. Geben Sie eine natiirliche Parametrisierung des Kreises an, der beim Schnitt
der Einheitskugel des dreidimensionalen Raumes mit der Ebene y = z entsteht
und bestimmen Sie sein begleitendes Dreibein!

11.8. a) Ermitteln Sie die Schnittkurven der Fliche 2? = 2% + y* mit den Koordina-
tenebenen und skizzieren Sie die Fléche grob! Um was fiir eine Flache handelt
es sich?

b) Zeigen Sie, dass die Gleichungen x = tcost, y =tsint, z =t eine konische
Schraubenlinie bestimmen!
¢) Ermitteln Sie das begleitende Dreibein und den Kriimmungsradius im Koor-

dinatenursprung!
t—sint
11.9. Gegeben sei die Kurve Z(t) = | 1—cost |, teR.
0

a) Diskutieren Sie den Verlauf der Kurve und skizzieren Sie sie!

Hinweis: W _ dw/dt _ g Ay di dijdt oag -y
W = = — —_— = = = -
de  dz/dt &’ do? dz  dz/dt i3

Im Folgenden soll nur der Abschnitt der Kurve von ¢ = 0 bis t = 27 betrachtet
werden:

b) Bestimmen Sie das begleitende Dreibein!
Hinweis: 1 — cost = 2sin® %, sint = 2sin % cos%

c¢) Bestimmen Sie den Kriimmungsradius!

d) Ermitteln Sie die Lénge des Kurvenabschnitts!

e) Ermitteln Sie den Inhalt der von dem Kurvenabschnitt und der xz—Achse
begrenzten Flache!

11.10. y=y(x) sei eine Kurve in der Ebene mit der Parameterdarstellung x = (;E(t)) )

« % 5
Leiten Sie aus der Formel x = ‘X| - |3X| fiir die Kriimmung die Formel
X
"

K= vl 5 her!
(1+y%)°

124



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

V2sint
11.11. Gegeben sei die Kurve (t) = | 2 — /2sint
2cost
a) Ermitteln Sie das begleitende Dreibein im Punkt () !
b) Ermitteln Sie fiir den Punkt x(¢) die Schmiegebene, die Kriimmung, den
Kriimmungsradius und den Kriimmungsmittelpunkt!
¢) Um was fiir eine Kurve handelt es sich bei x(t) 7

t3
11.12. Gegeben sei die Kurve x(t) = | 6¢* |. Ermitteln Sie
24t 1
a) die Lange des Kurvenstiicks zwischen dem Koordinatenursprungund | 6 |,
24
b) die Tangente an die Kurve im Koordinatenursprung (Was ist das fiir eine

Gerade?),
c¢) die Schmiegebene der Kurve im Koordinatenursprung und
d) den Kriimmungskreis der Kurve im Koordinatenursprung!

11.13. Sei K der Geradenabschnitt von (0,0) nach (1,2). Berechnen Sie das Kurven-

integral / \/8x% + 3y?ds !

K

11.14. Der Einheitskreis z?+y%=1 sei mit Masse der Dichte o(z,y)=1+y? belegt.
Berechnen Sie die Masse des Kreises!

Kapitel 12
Differentialrechnung in mehreren Verinderlichen

12.1 Funktionen

Sei Dy C R" und f: Dy — R™ mit  — f(x) € R™ eine vektorwertige Funktion.
Eine solche Funktion nennt man im Falle m = 1 eine skalarwertige Funktion und ande-
renfalls eine vektorwertige Funktion in n Variablen zy, ..., z, mit x = (21, ...,2,)T €
Dy. Fiir n = 2 schreibt man oft (z,y) statt (1, x2) und fir n = 3 oft (z,y, 2) anstatt
(21, T2, T3).

Definition 12.1. Der Graph einer Funktion ist definiert durch die Menge
Graph(f) == {(z, f(z))" € R"™ :x € D;}.

Definition 12.2. Im Fualle m = 1 sind die Hohenlinien bzw. Niveaulinien zum
Niveau h € R definiert durch T, (f) = {x € Ds : f(x) = h}.
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Definition 12.3. FEine n-dimensionale Kugel mit Radius r > 0 und Mittelpunkt
c € R" ist gegeben durch K,(¢) :={x e R" : ||z — c|| < r}.

Ist ¢ = 0 und r = 1, so spricht man von der Einheitskugel im R". Es gilt hierfiir

(lefl® = 3 2F = 1),

Definition 12.4. Eine Teilmenge M C R™ heifit offen, falls es zu jedem Punkt
x € M eine Kugel K,.(x) gibt mit K,(x) C M.

Definition 12.5. Eine Menge M heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement R™\ M
offen ist.

Definition 12.6. Eine Menge M heifit beschrinkt, falls es eine Kugel K, (0) gibt
mit M C K,(0).

12.2 Folgen und Grenzwerte

Definition 12.7. Sei (2™),,cy C R™ eine Folge (von Vektoren) im R™. Diese Folge
konvergiert gegen x € R", wenn zu jedem ¢ > 0 ein Index my = my(e) existiert,
so dap ||x — x™|| < ¢ fiir alle m > mq gilt.

Schreibweise: = lim 2 oder ™ — « fiir m — oo.

m—00

In diesem Fall heifit die Folge (z™),,cn konvergent.

Definition 12.8. Eine nicht konvergente Folge heifit divergent.

Satz 12.1. Sei (2™)en, 2™ = ((x(lm), e ,x%m))T)meNn eine Folge im R™. Dann
gilt lim '™ = &, genau dann wenn fir alle Indizes 1 < j <n

Jim o™ =
gilt.

Satz 12.2. Seien (z'™), (y'™) C R", mit m € N, konvergente Folgen wobei © =
lim ™ und y = lim y" ist. Dann gilt:

m—00 m—00

1. lim \x™ = \z

m—00

2. lim (x™ 4+ y™) =2 +y

m—00

3. lim (2™ . y™m) =x .y

m—00
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4. Ist y; # 0 fiir alle 1 < j < n, dann existiert ein mg, so dass yj(»m) # 0 fir alle
1 <j<nundm >mg sind. Und fiir m > mq gilt

T
" 2™ ) (171 T, ) g
im . =(—,....,— ] .

m—0o0 ygm) y%m) Y1 Yn

12.3 Grenzwerte und Stetigkeit

Es seien 2 € R”, Dy CR", und f: Dy — R.
Definition 12.9. Die Funktion f konvergiert fiir x gegen x(® € R”, falls fiir
jede Folge (x™)en, 2™ € Dy mit ™ # 2 und 2™ — z die Beziehung
lim f(z™)=a=: lim f(x) gilt.

o sy C)

m—00

Definition 12.10 (Stetigkeit). Die Funktion f: Dy — R heifst stetig in 0 ¢ Dy,
falls lim(o) f(x) = f(x9) gilt. f heifit stetig mit M C Dy falls f fiir alle £® € M
L—I

stetig st.
Beispiel 12.1. (Parabelfalte)

229>
fiR?SR, f(x,y):{ s >0

0, <0

Fiir jede Folge ™ = (2™, 4™ mit y™ = 20m >0, m € N und lim =™ =0 gilt

m—00

lim f(z™) = 0. Andererseits ist fir £™ = (-5, L), lim =™ = (0,0) = 0, aber
lim f(x) =1.

Das heif$t der Funktionsgrenzwert existiert nicht!

Die Funktion f st also auch nicht stetig, obwohl fiir jedes fixierte yo € R

22%%4 x>0
€Tr) = 2 +yp -
fi(z) 0" <0

eine stetige Funktion in R ist.

Satz 12.3. Sei D C R* und © € D. Sind f,g: D — R in 9 stetige Funktionen,
so sind auch f + g, f - g und falls g(x°) # 0 auch % stetige Funktionen.

Satz 12.4 (Bolzano-Weierstrafl). Sei M C R™ abgeschlossen und beschrinkt (d.h. M
ist kompakt). Jede auf M stetige Funktion f nimmt auf M ihr Mazimum und thr
Minimum an, das heifst es existiert Tmax € M und @ymim € M mit

f(wmin> S f(IB) S f(wmax)a VIB € M
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12.4 Differenzierbarkeit

Definition 12.11 (Differenzierbarkeit). Sei D C Dy C R" offen, mit ¥ € D,
so heift f : Dy — R™ differenzierbar an der Stelle 2O falls eine m x n Matriz
A € R"™" erxistiert, so dass

lim (||lz—2@) " (f(z) - (&) - Az — 2©)) =0,

—-ax®

Kurz: f'(z9) = A. Dies nennt man die Fréchet—Ableitung oder auch totale
Ableitung. Fir f: Dy — R ist f'(zo) ein Zeilenvektor.

Definition 12.12 (Partielle Differenzierbarkeit). Sei D C R",a € Dy gegeben.

Die Funktion f : Dy — R heifit partiell differenzierbar in a nach der Variablen x;,
falls

x— f ((al, e Q1 Ty Qg - an)T) = f(x)cm der Stelle v = a;
differenzierbar ist.

0 ~/
fe; (@) = a—f(a) =: f (a;) wird partielle Ableitung von f an der Stelle a ge-
Lj
nannt. Entsprechend werden hohere partielle Ableitungen definiert. Beim partiellen
Differenzieren wird nur nach der entsprechenden Variablen (hier z;) differenziert, die

anderen Variablen werden voriibergehend wie Konstanten behandelt.

Bemerkung 12.1. Unten in Bemerkung 12.3 wird deutlich, dass der Ausdruck % m
J
Gegensatz zum ,gewohnlichen® Differntialquotienten % nicht als Bruch verstanden
werden darf. In der Schreibweise ist deshalb sorgfiltig zwischen gewdhnlichen Ablei-
_ df of

tungen f'(r) = 3= und partiellen Ableitungen f,, = B, AU unterscheiden!

Beispiel 12.2. Betrachten wir die Funktion
Fla,y) = 22y + 2o,

dann erhalten wir fir die partielle Ableitung nach x und y
fo = 20y® + 2621, f, = 3(zy)2eX Y

Satz 12.5. Sei D C Dy C R" offen, sowie x» € D, f: Dy — R™

i.) Falls f an der Stelle ) differenzierbar ist mit der totalen Ableitung A € R™ ",
dann ist f in x© stetig und nach allen Variablen x; partiell differenzierbar. Die

Matriz Jp(xzg) = A = f'(x0) = <§—£> X X heifft Funktional- oder
VA ES m;j= n

...........

Jakobimatrix.
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i.) Ist f im Punkt 0 stetig partiell differenzierbar, d.h. sind alle Funktionen x —

%(:pl, Ce Xy, ) N x? stetig, dann ist f an der Stelle x° differenzierbar
mit der totalen Ableitung A = (%) (Jakobi-Matriz).
7/ 4i=1,...m;j=1,...n

Wir schreiben f € C*(D) falls f in D k-mal stetig partiell differenzierbar ist.
Satz 12.6 (Schwarz). Sei f : D — R, f € C*(D), wobei D offen, dann gilt fiir x € D

0 OF gy = 29
aflfi aflfj N afL’j 6@

bzw. feia;(®) = fo;a,(x).

Fiir ,gutartige* Funktionen sind also die gemischten zweiten Ableitungen gleich.
Beweis:

Sei n = 2, (zg,y0) € D,t € R so klein, da§ das Quadrat @ mit den Eckpunkten
(20, %0), (o +t,v0), (o, yo +t) und (z¢ + t,yo +t) ganz in D enthalten sind.

Definieren wir die Funktion ¢ als

Dann gilt fiir die Ableitung
g,(l‘) = fa)(xa Yo + t) - fx(xvyO)
Definiert man weiter
h(t) == f(xo+t,y0 +t) + f(xo,y0) — f(xo + to,v0) — f(zo,y0 + 1),
so gilt
h(t) = g(zo+1t)— g(wo)
g &)t

(fe(&1, 90 +1) — fu(&1,90)) t
= fx,y(flanl)tz

Definieren wir g(y) = f(xo +t,y) — f(z0,y), dann gilt

h(t) = g(yo+1t) — 3(yo)

= §/(772)t
(fy(zo +t,m2) — fy(zo,m2)) t
fym(£2> 772)152
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und damit
fm,y(&,m) = fym(£2>772)~

Auf Grund der Stetigkeit folgt beim Grenziibergang t — 0, daB f,, (zo, yo) = fyz(z0, o)
ist.

g

Definition 12.13. Sei f : Dy — R eine skalarwertige Funktion. Der Vektor der

partiellen Ableitungen grad f(z) = (f'(x))" heift Gradient der Funktion f der Stelle
x € Dy. Firgrad f schreibt man auch Vf.

Bemerkung 12.2. Fir den Gradienten sind folgende Eigenschaften hervorzuheben:

1. Sein = 2 dann zeigt der Gradient grad f in Richtung des steilsten Anstieges.
2. Der Gradient steht senkrecht auf den Niveaulinien (Héhenlinien).

3. Die Ebene
B={ycR y(e)= /(") + (f'@") (@ a") 2’ c B*}
ist die Tangentialebene von f an der Stelle ° € D.

4. Sei f € CY(D),a € R",||a|| = 1, dann heift < f(x + ta,)’t:O =: O, f(x) die
Richtungsableitung im Punkt  in Richtung a. Fir f € CY(D) gilt
0. f () = grad f(@) - @ = (grad f(@))" a = f'(z) a.

In der letzten Formel ist die Multiplikation einmal als Skalarprodukt (mit - gekenn-
zeichnet, Gradient als Spaltenvektor) und einmal als Matrixmultiplikation (Gradient
transponiert als Zeilenvektor) zu verstehen.

Satz 12.7 (Kettenregel). Sei D C Dy C R™ offen, f: D — R, f € CY(D),
g:la,b) = D, g € C'([a,b]), dann gilt:

Gi710(0) = (a0 S (@0) G0 = 3= 50 00) G0 = P’y )

Bemerkung 12.3. An dieser Stelle wird deutlich, dass mit ,partiellen Differentia-
len“ im Gegensatz zu den ,gewdhnlichen Differentialen aus Definition 9.6 nicht wie
mit Zahlen gerechnet werden kann. Sonst wiirde sich namlich 0g; herauskiirzen und
Lf(g(t)) =nif(g(t)) folgen. Das ist aber nur fir n =1, d.h. den Fall der gewéhn-
lichen Ableitung, richtig.
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Fir f €e Dy = R™, g: Dy, — Dy gilt der analoge Schluf:

R : 0f _ 5~ 01 9y,
Fog)@=Fla@g@. b Fo=3 5 50

Beispiel 12.3. Betrachten wir die Funktion

fla(t), y(t) = e,

mit x(t) = cost,y(t) = sint. Definieren wir die Funktion
[ cost
9=\ sint )

h(t) = f(g(t) = e,

so folgt fiir die Ableitung

cos t+sint —sint )
h/(t) — ( ZCOStJrsint ) ( Sin ) _ ecost+smt(_ sin t + cos t)

cost

und

12.5 Satz von Taylor

Definition 12.14. Fine offene Menge D C R™ heifit konvex, falls, fiir alle x,y € D
und t € [0,1], te + (1 —t)y € D ist.

Satz 12.8 (Taylor). Sei D C R" offen und konvez, f : D — R und f € C*(D). Dann
qgilt firx,x+v € D:

f(@+v) = (@) + 00 /(@) + .- + 505 f(2) + Ryl + )
mit dem Restglied

AUV f(x + £v)

Bilw o) = gy

mit geeignetem & € [0, 1] und der Richtungsableitung Oy = > viﬁ.
i=1 t

Alternativ kann fiir das Restglied auch folgendende Schreibweise verwendet werden:

1

Ry 1(x+v) = /(1 — t)m—lﬁ Z D f(x + tv)v“dt.

0 " al=m
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Beweis:
Wir definieren y(t) = f(a + tv) und wenden den Satz von Taylor fiir n =1 an.
Es gilt dann

YD) = 9(0) +4(0) + .+ 100 + ). Ge (0)

k+1)

n

y() =Y vife(@+to), () =D D 0vfeu, (@ + tv).

i=1 7=1 =1
O

Definition 12.15 (Hessematrix). Fiir skalarwertige Funktionen f bezeichnet man die
Matriz der zweiten partiellen Ableitungen

() = (@) = () = (2 ) @)

als Hessematrix.

Bei der Hessematrix handelt es sich um die Jakobimatrix des Gradienten. Fiir f €
C%*(D) ist Hy(x) nach Satz 12.6 eine symmetrische Matrix.

Ist D C R™ eine offene und konvexe Menge, so gilt fiir f € C3(D)

Fly) = f(@) + (@) y @) + & (y @) Hy@)(y — ) + Rola,y — ).

Beispiel 12.4 (zur Taylorreihe). Sei k = 2, f(z,y) = z* — 3zy* (Affensattel).
o = (1, 1)T

fx - 3$2_3y2> fx(lal)zo

fy = —6xy, fy(1,1) =—6
fex = 6z

fyy = —6x

fzy = _6y

= fl(z,y) = (32° =3y, —6xy)

) = (_6& :Si) Hf(1>1):(—66 :2)
F11) = -2
)

SRR ) RS G ety

= —2-6(y—1)+6(x—1)2—6(y—1)>—=12(x —1)(y — 1)
o (Ve -17+(y-17)
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12.6 Verschiedene Differentialoperatoren

Seiv:DCR*—=R? und f:DCR*—=R, €D
8’0 8/0951 Ul(l'l)
divo(z) = 3 ‘() = | 0/0z, v (9) (,Divergenz®)
im1 O 0/0x3 v3(z3)
81)3 8’02
8—91;2(w> - 8—333(3:)
rotv(x) = O () — %(a)) =V Xxwv (,,Rotation®)
n 8:703 c%l N K
61)2 (%1
6—:751(m) - 8—172(‘%)
8/0951
grad f(x) = (f'(@)" = | /0wy | f(®) =V f(@)  (,Gradient®)
8/8303
Rechenregeln:
rot(grad f) =
divrotv =
3 82
divgrad f = Af= ; 8x?f (,,Laplaceoperator®)
div(fv) = grad fv+ fdivo
rot(fv) = grad f x v+ f rotw
rot(rotv) = graddive — Aw

12.7 Aufgaben

12.1. Auf einem Markt wird ein Produkt von zwei verschiedenen Herstellern zu den
Preisen p; bzw. py angeboten. Die Nachfragefunktionen lauten x; = 4 —2p; + po
und zo = 6 + p; — pa. Bei der Produktion fallen beim ersten Hersteller nur
variable Kosten in konstanter Hohe von 3.5 pro Erzeugnis an, wihrend beim
zweiten Hersteller keine Kosten entstehen (z.B. AB-Mafinahme). Berechnen Sie
die Preise und die Nachfrage nach den Produkten der beiden Hersteller, die sich
bei Marktgleichgewicht einstellen!
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12.2.

12.3.

12.4

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

0
12.10. Sei z = In(e” + ¢€¥), y = 2°. Berechnen Sie 8_Z und — !

Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung sowie
Gradient und Hessematrix folgender Funktionen:

a) f(xy1,z2) = 223 + 27z} an der Stelle x = ( ; ),

b) f(x1, T2, 23) = ¥%e** + arctan z3,

) fla,y) =

Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung sowie

Gradient und Hessematrix folgender Funktionen:

a) f(x1,22) =+/1 _95% —95%7

b) f(z,y) =sin(ax + by) allgemein und fiir (z,y) = (0,0),
c) f(w1, 2, 23) = 21 + 22 In 23 — {zee™ |

. Bestimmen Sie Gradient und Hessematrix der Funktion f(z,y,z2) = 2%y%z + 2

allgemein und im Punkt (—1,1,2) !
Ermitteln Sie die Ableitung der Funktion f(z,y) = /22 + y? im Punkt (3,4)

152 I' Wie dndert sich f(x,y) ndherungsweise, wenn
z von 3 auf 3.01 und y von 4 auf 4.024 wéchst? Vergleichen Sie das Ergebnis
mit der tatsdchlichen Anderung!

in Richtung des Vektors

Ermitteln Sie die Ableitung der Funktion f(z,y) = x?y® im Punkt (1,—2) in
die Richtung, die durch Drehung der positiven z—Achse um den Winkel 7/6 in
positiver Richtung entsteht.

Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f(x,y) im Punkt (z,y) =

5
(v/3,1) in die Richtung, die mit der positiven x—Achse einen Winkel von ?ﬂ

bildet!

Ermitteln Sie die Ableitung der Funktion f(z,y) = z?y® im Punkt (1, —2)
die Richtung, die durch Drehung der positiven x—Achse um den Winkel %
positiver Richtung entsteht!

Ty

n
n

d
Sei z = 322 + 2xy mit x = sint und y = cost. Berechnen Sie # = d—j

a) mit der Kettenregel,
b) durch Einsetzen!

dz
x de

12.11. Sei F(x) = f(z, g(x)). Berechnen Sie F'(x)

a) allgemein,

b) fir f(z,y) =In(zx+vy), g(x) =sinz, v =< !

s
2

134



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

12.12.8ei uw= f(&,n) mit {=x+y, n=x —y. Berechnen Sie Ou und Ou !
ox dy

12.13.Sei f(z,y) = u(&,n) =siné +£*n mit € = 22 + 92, n = 2y.

af

83/

12.14. Gegeben sei die Funktion f(xy, z9, x3) = 2%1€"23%3.

a) Entwickeln Sie die f(z1, 9, x3) an der Stelle (77, Tz, T3) nach der Taylorformel
bis zu den linearen Gliedern!

b) Ein Produktionsergebnis hange durch die Funktion f(x1, xs, z3) von den Fak-
toren 1, o und z3 ab. Ermitteln Sie ndherungsweise die relative Zunahme
des Produktionsergebnisses, die die Vergrofierung des Faktors z; (i = 1,2,3)
um ein Prozent ausgehend von (77,72, T3) = (2, 1, 1) mit sich bringt!

Berechnen Sie Iz und ==

12.15. a) Zeigen Sie, dass die Kurve x = tcost, y = tsint, z = t* auf dem elliptischen

Paraboloid z = 2% 4 2 verlduft!
2

b) Zeigen Sie, dass der Punkt (0, g, WZ) Doppelpunkt auf dieser Kurve ist!

¢) Ermitteln Sie fiir diesen Punkt die Gleichungen der beiden Tangenten an die
Kurve sowie die Gleichung der Tangentialebene an das Paraboloid!

d) Entwickeln Sie f(z,y) = x* + y? fiir (x0,%0) = (0, g) in eine Taylorreihe!

e) Bestimmen Sie die Tangentialebene mit Hilfe der Taylorentwicklung!

12.16. Entwickeln Sie 2 = ——— an der Stelle (x,y) = (0,0) nach der Taylorformel bis
cos
zu den quadratischen Gliedern und geben Sie die Gleichung der Tangentialebene

an!

12.17. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an die Flidche z = ,/zy im
Punkt (z,y,2) = (3,12,6) !

12.18.Sei f(z,y) =1 —2—y.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades fiir die Funktion

f(z,y) = /T —x —y um den Entwicklungspunkt (0,0) !

b) Geben Sie die Gleichung der Tangentialebene an z = f(x,y) im Punkt (0,0)
an!

¢) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve

r=t, y=t, z=+/1—2t im Punkt (0,0,1)!
d) Zeigen Sie, dass die in c¢) ermittelte Tangente in der in b) ermittelten Tan-
gentialebene liegt!

12.19. Entwickeln Sie f(z,y) = a¥ fiir (x0,y0) = (1,1) nach der Taylorformel bis zu
den quadratischen Gliedern!

12.20. Entwickeln Sie f(x,y) = /1 — 22 — y? fiir (zo,y0) = (0,0) nach der Taylor-
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schen Formel bis zu den Gliedern vierter Ordnung!

12.21. Ein Produktionsergebnis P hénge von den Faktoren x; und zy (z.B. Arbeits-
zeit, Kapitaleinsatz) nach der Formel P(z1, ) = 3 /21243 ab.

a) Zeigen Sie, dass es sich um eine Cobb-Douglas-Funktion handelt!

b) Wie ist der Definitionsbereich sinnvollerweise zu wihlen? Welcher Wertebe-
reich ergibt sich?

c) Es sei vorgegeben, dass das Produktionsergebnis C' erzielt werden muss. Léasst
sich der damit implizit gegebene Zusammenhang zwischen x; und x5 explizit
nach x; bzw. x5 auflosen?

d) Mit welchen Kombination der Produktionsfaktoren z; und xs lassen sich die
Ergebnisse P =1, P =2, P = 3 bzw. P = 4 erreichen?

e) Stellen Sie die Funktion grafisch durch Niveaulinien dar!

f) Stellen Sie die Funktion als Fliache (,,Gebirge“ iiber der z1-xo—Ebene) dar!

Hinweis: Als Cobb-Douglas—Funktion bezeichnet man eine Funktion der Art f(x) =

ap ﬁ x;
mifi:o}i >0,i=0,...,n, Xn:a,- =1.
=1
12.22. Die Hohe eines Geldindepunktes werde durch h(z,y) = 36 + 6z — 2 + 10y — 3>

angegeben.

a) Stellen Sie die Funktion h(x,y) durch Hohenlinien grafisch dar!

b) Hat die Funktion h(z,y) absolute Maxima bzw. Minima? Wenn ja, wo liegen
diese, wie kann man sie interpretieren?

c) Der Meeresspiegel entspreche dem Hohenniveau 0. Welche Geldndepunkte
liegen auf Meeresspiegelhohe?

12.23. Gegeben sei die Funktion f(z,y) = 2? — y? — 2x — 6y.

a) Von welcher Art sind die Niveaulinien der Funktion?
b) Skizzieren Sie das Niveaulinienbild!
c) Ist die Funktion beschrénkt?

100
2+ y2+ 22+ 10y
a) Beschreiben Sie den Definitions- und den Wertebereich der Funktion!
b) Sei C' eine beliebige reelle Zahl. Beschreiben Sie die Niveaufliche

{(z,y,2): f(z,y,2)=C} |

12.25. Auf einem Markt wird ein Produkt von zwei verschiedenen Herstellern zu den
Preisen p; bzw. p, angeboten. Die Nachfragefunktionen lauten z; = 400 —
200p; + 100py und x5 = 600 + 100p; — 100py. Bei der Produktion fallen beim
ersten Hersteller nur variable Kosten in konstanter Héhe von 3.5 pro Erzeugnis
an, wiahrend beim zweiten Hersteller keine Kosten entstehen (z.B. Arbeitsbe-
schaffungsmafinahme).

12.24. Gegeben sei die Funktion f(z,y,2) =
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a) Stellen Sie den Gewinn der beiden Hersteller als vektorwertige Funktion G
des Preises p dar!

b) Berechnen Sie die Preise und die Nachfrage nach den Produkten der beiden
Hersteller, die sich bei Marktgleichgewicht einstellen!

c¢) Berechnen Sie fir p; = 3, p, = 4 den Gewinn G(p) und die Jacobimatrix
G'(p) !

d) Ermitteln Sie mit Hilfe der Jacobimatrix naherungsweise, wie sich der Ge-
winn entwickelt, wenn die Preise ausgehend von p; = 3, po = 4 jeweils um 1
% erhoht werden?

3.03
i |
e) Geben Sie G (<4.04)) exakt an!

12.26. Sei f(z,y) = /22 + y>.
a) Zeichnen Sie das Niveaulinienbild!
b) Um was fiir eine Fléche handelt es sich bei z = f(z,y) 7
c¢) Ermitteln Sie den Gradienten!
d) In welche Richtung wichst f(z,y) am stérksten?
e) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangentialebene an z = f(z,y) fiir einen
beliebigen Punkt (¢, o) sowie fiir den konkreten Punkt (3,4) !

12.27. Betrachtet werden die Funktionen f(z,y) = ze” VT + 2 In(zy?),
r(u,v) =e*+e?", y(u,v) =e“e® und h(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)).

a) Berechnen Sie von der Funktion f(z,y) im Punkt (z,y) = (2,1) die ers-
ten partiellen Ableitungen sowie die Ableitung in die Richtung, die mit der
positiven x—Achse den Winkel %’r bildet!

b) Welchen Winkel bildet die Richtung, in die f(z,y) vom Punkt (z,y) = (2,1)
ausgehend am stérksten wéchst, mit der positiven x—Achse?

c¢) Berechnen Sie von der Funktion h(u,v) im Punkt (u,v) = (0,0) die ersten
partiellen Ableitungen!

12.28. Fiir die Herstellung eines Produktes werden Rohstoffe R;, Ry und R3 bendtigt,
deren Preise mit p;, po und p3 bezeichnet werden. Der Gewinn pro verkaufter
Mengeneinheit des Produkts betrage G(p1, p2, p3) = 800 — 3p; — 2ps — 5ps. Es
sei po = 50 und p3 = 20. Fiir welche Preise p; ist der Gewinn positiv und im
Verhéltnis zu p; elastisch?

Hinweis: Die partielle Elastizitit wird analog der gewohnlichen Elastizitét eingefiihrt:

Das Verhiltnis der relativen Anderungen der GroBen f(x1,...,x,) und z; betrigt
af /0x;
ungeféhr e, = fﬁc Ti x;, wenn die Gréflen x;, j # ¢ unverdndert bleiben.

Kapitel 13
Bestimmung lokaler Extremstellen
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13.1 Extremwertaufgaben ohne Nebenbedingungen

Definition 13.1 (e-Umgebung). Sei ¢ > 0. Die offene Kugel mit Radius £ um den
Punkta € R* K. (a)={x ¢ R": ||z —al|| <e} heifft e-Umgebung der Punktes
a.

Definition 13.2 (Lokales Maximum/Minimum). Sei D C R"™ offen, f : D — R.
FEin Punkt a € D heifst lokales Maximum (Minimum), falls es eine e-Umgebung
K. (a) existiert, in der f(x) < f (a) (f(x)> f(a)) fir alex € K.(a) gilt.

Definition 13.3 (Globales Maximum/Minimum). Gelten oben stehende Ungleichun-

gen fiir alle x € D, dann heiffit a globales Maximum (Minimum).

Maxima und Minima werden als Extrema oder Extremstellen bezeichnet.

Satz 13.1. Sei f € CY(K.(a)) und ist a eine lokale Extremstelle, d.h. ein lokales
Maximum oder Minimum, dann gilt:

grad f(a) = f'(a) = (0,...,0)" =0.

Beweis:

Falls @ eine lokale Extremstelle ist, besitzen h;(t) :== f(a +te;),i=1,...,n,int =0
ebenfalls lokale Extremstellen (n = 1!). Bekanntlich gilt hier

d of
%hi((]) =0= oz,

(a), 1<i<n.

U

Definition 13.4. Der Punkt a € D heifit stationdrer Punkt von f, falls f'(a) =0
15t.

Im allgemeinen muss ein stationdrer Punkt keine lokale Extremstelle sein (siche z.B.
Affensattel f(z,y) = 2% —3zy*> in (z,y) = (0,0), Beispiel 12.4).

Es gibt folgenden Extremstellentest:

Satz 13.2 (hinreichende Bedingung fiir Extrema). Sei @ € D ein stationdrer Punkt

.....

folgt, falls det (H¢(a)) # 0 und

1. Hg(a) positiv definit ist, d.h. €7 H;(a)x > 0 fir alle x # 0 gilt, dass in a ein
lokales Minimum

2. Hy(a) negativ definit ist, d.h. 7 H;(a)x < 0 fiir alle x # 0 gilt, dass in a ein
lokales Mazimum
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3. Hy(a) indefinit ist, d.h. € mit " H;(a)x > 0 und € mit *" Hy(a)z < 0 exis-
tieren, dass in a ein Sattelpunkt

vorliegt.

Beweis:
Fir ¢ € K.(a) gilt, wegen f'(a) =0,
f(x) = fla) = %(w —a)"Hy(a)(z — a) + of |z - a|*)

Der hintere Teil der Gleichung ist vernachléssigbar. Seien Ay, ..., A, € R die Eigenwer-
A1 0

te von H¢(a) und D = = VTH;(a)V die Hauptachsentransformation
0 An

(siche Abschnitt 5.3), dann gilt mit

¢ = Vix-a)
(x—a)"Hi(x —a) = ("'DC.

Nun hat ¢(¢) = ¢*'D¢ in ¢ = 0 ein relatives Minimum (Maximum), falls alle
Ai>0i=1,....,n (\;<0,i=1,...,n) sind, und einen Sattelpunkt, falls es A\; # 0
mit unterschiedlichen Vorzeichen gibt.

U

Im Spezialfall n = 2 ergibt sich a = (a1,a2)", Hf(a) = (‘}Cmgzg ‘}CWEZD, dabei ist
wegen f € C*(D) fu(@) = fyu(a).

Bemerkung 13.1. Fir den Affensattel (Beispiel 12.4) gilt Hf(0,0) = (8 8) . Hier

kann das hinreichende Kriterium aus Satz 13.2 nicht angewandt werden.

13.2 Anwendung - lineare Ausgleichsrechnung

Damit ist hier die Approximation durch die lineare Regressionsmethode der kleins-
ten Fehlerquadrate (Methode der kleinsten Quadrate) gemeint.

Sei A € R™" m > n mit rang A = n. Dann hat nach Satz 2.11 das homogene
Gleichungssystem Ax = 0 nur die triviale Losung, d.h. {x : Az = 0} = {0}, und
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das inhomogene Gleichungssystem Ax = b € R™ ist nach Satz 2.10 im Allgemeinen
nicht 16sbar.

Gesucht wird dann ein «°, dass die widerspriichlichen Gleichungen des Systems Az =
b bestmoglich erfiillt:

z’ € R" mit | Az’ —b|| — min,

d.h. ||[Az® — b|| < ||Ax — b]| fiir alle z € R™.

Die Minimumsuche entspricht der Minimierung der Funktion
flx) = ||Az —b|> =< Ax — b, Ax —b>=aT AT Az — 2" ATb — b" Az + b"b.

Die Jakobimatrix von f lautet grad f = (f'(z))" = 247 Ax — 2A7b.
Satz 13.3 (Gaufische Normalgleichung). Sei A € R™*" m > n wund rang A = n.
Dann gilt
|Ax — b|| < || Ay — b|| fir alle y € R"
genau dann, wenn x Ldsung von

ATAx = A"b (Gaufsche Normalgleichung)

15t.

Beispiel 13.1. Gegeben sei A = (?) , b= G) , = (r)eR.

AT =(2,1)

ATA:B:E)x:ATb:?)ﬁx:%

20 = % ist die beste Approximation fir die Losung des widerspriichlichen Gleichungs-
systems 2;2 im Sinne der Minimierung der Funktion f(z) = (2z —1)* + (z — 1)°.

Der Fehler (,Residuum®) betrigt r = Az — b = (1, —%)T mit ||r|* = fE)=1.

Beispiel 13.2 (Lineare Approximation). Sollen n Punkte (x;,y;) (2.B. aus Messwer-
ten) durch eine Gerade y(x) = ax + b approzimiert werden, so sind die Beziehungen

T 1 yl
) = mat by, dh | 7] (b)% 2
T 1 Yn

moglichst gut zu approximieren. Das fihrt auf die Minimierung der Funktion

n

fla,b) = (ma+b—1y,)*

i=1
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beziiglich a und b und das Normalgleichungssystem
Yoria + Yowmb = Y ay
i=1 i=1 i=1

Sxia + nb = > y.
=1 i=1

13.3 Inverse Funktionen

Satz 13.4 (Satz iiber die inverse Funktion). Sei Dy C R™ und f : Dy — R™, x° €
Df,f S Cl(Df) und

rat) = (52 ) ) e R

eine invertierbare Matriz, also det f'(x°) # 0. Dann ezistiert eine Kugel K (x°) und
eine Funktion g : K.(x°) — D, so dass f(g(x)) = = und g(f(x)) = x gilt.

Weiterhin gilt ¢'(x) = [f'(g(x))] .
e > 0 kann so klein gewihlt werden, dass det f'(x) # O fiir alle z € K_(x°) gilt. Wir

wihlen £ € K_(z°) und lésen f(z) = y mit Hilfe des Newton—Verfahrens (s.
unten Beispiel 16.5),

wnJrl — w(n) . f/(w(n)>71f(w(n))

Man kann zeigen, dass das Newton-Verfahren fiir ein hinreichend kleines € > 0 immer
gegen die Losung x konvergiert. Die gesuchte Funktion ist g : y — @ mit f(x) = y.

13.4 Implizite Funktionen

Definition 13.5. Sei F' : D, x D, — R. Gibt es eine Funktion f : D, — D, mit
F(z, f(x)) =0, so nennt man f eine implizite Funktion.

Beispiel 13.3. Beispiele fiir implizit gegebene Funktionen sind der Kreis
Flz,y)=2"+3*—1=0

oder die Funktion
F(z,y) =2 +9° — 32y = 0.

Satz 13.5 (Satz iiber die implizite Funktion). Sei D C R? offen und F : D — R, F €
CHD); (z0,y0)" € D mit F(xo,y0) = 0 und F,(z0,y0) # 0. Dann ezistiert eine -
Umgebung K.(x¢) = (xg — &, 29 + €) und tiber dieser eine Funktion f : K. — R mit
den FEigenschaften:
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i) f(xo) = yo,
i) F(z, f(x)) =0 fir x € K.(z),
iii) f € CY(K.(zo)) und 2—5(9507190) + aa—g(:co, yo)f'(z0) = 0.

Die Ableitung der implizit gegebenen Funktion F'(z,y) =0 lautet somit

dy  O0F/0x
de ~ OF/0y’

Der Satz 13.5 kann fiir implizit gegebene vektorwertige Funktionen mehrerer Verander-
licher verallgemeinert werden:

Satz 13.6 (Satz tiber die implizite Funktion). Sei g : D, C R* — R™,n > m, D,
offen, g € CY(D,), =° € D, mit g(x°) = 0.

Zudem sei det (agi) # 0.
ij=1,0m

&cj

.....

Dann existiert eine e -Umgebung K. = K. ((m9n+1, . .,m%)T) und dber dieser eine
Funktion f :R"™™™ — R™ mit

1o fi (@0 g, &20)T) =20, @ = (z0,...,2)7,

2. firy = (a0 4,...,x0)" € K. gilt g(f(y),y) =0 =g(z,y),
5. feCYK.), g = (gx,gy) mit

gy(f(y).y)f'(y) +9z(f(y,y) = 0
Fy) = —[ow(f@), )] gz(f(y),y).

Beispiel 13.4. Gegeben sei ein Kreis, beschrieben durch F(z,y) = 2> +y*—1=0.
Wenn man die Gleichung nach y aufiost, erhalt many = f(x) = £v/1 — 22 fir|z| <1
Die Ableitung in (xo, f(xo) = yo) ldsst sich wie folgt berechnen:

Fo+ Ef(x) = 0
20 +2yf'(z) = 0
S @) = EeE

y f(z)

X

also  f'(z) = $ﬁ

Dies gilt nur fiir y # 0. Die Ableitung ezistiert nicht fir y = f(£1) = 0.
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Beispiel 13.5.

2 +yP+ 27— 1
r+y+z—1 =0

r = 1l—z—y
v +222—22(1—y)+(1—y)*—1 = 0
Z—2(1-y)+y'-y = 0

Y4+ (z—1ly+2"—2 = 0

2
x(z) analog

13.5 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

13.5.1 Grundstruktur

Seixe DCR", feD—-R, g:D—R"m<n.

Optimiere f(x) — min bzw. max
gi(x) =0
unter den Nebenbedingungen g(x) =0, dh.
gm(x) =0
Definition 13.6 (Zulissige Losung). Die Menge B := {x : g(x) = 0} heiffit Menge

der zulassigen Losungen oder auch zuldssiger Bereich.

Falls

det(ayi) #0, z;=x(y), i=1,....m
Ox; ii=1,..m

-----

gilt, so existiert y = (X1, ..., 2,) mit g;(x1(y), ..., 2m(y),y) = 0. Man kann dann
die Aufgabe

f(xz(y),y) — min bzw. max

16sen. Das heiit, man eliminiert z1,...,x,, aus g;(x) = 0 und setzt diese in f ein.
Diese Eliminationsmethode kann praktisch nur in seltenen Féllen explizit durch-
gefithrt werden.
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13.5.2 Die Methode der Lagrangemultipikatoren
Wir ordnen jeder Nebenbedingung g;(x) = 0, i = 1,...,m, ein \; € R, (genannt

Lagrange-Multiplikator) zu und definieren die Lagrangefunktion L : D x R™ —
R durch

L(z, A) = f(z) + Z Aigi(x)

Satz 13.7 (Notwendige Bedingung). Seien f € C'(D,R), g € C'(D,R™) und f

besitze an der Stelle x° € D unter den Nebenbedingungen g(x°) = 0, d.h. gi(x) =

0, i =1,...,m eine lokale Extremstelle.

Das heifit, es existiere ein K. = K. (x%) mit f(x) < ( N bzw. f(x) > f(x°) fiir
1=1,...,m.

alle x € K. (x°) mit g;(x) = 0 und g;(z°) = 0,
Ferner seien die Vektoren grad g;(x°), i =1

Dann existiert ein A’ € R™, A® = (X, .. A0 mit

.,m alle linear unabhdingig.

grad L(z", A% =0,

0
das heifst L\, A =0,i=1,...,n
&ci
0 Lz )),... ) \N)=0,i=1,...,m
?AZ » M\ 9 mJ ) ) 9
gi(z) =0

Bemerkung 13.2. An den stationdren Punkten besitzt die Lagrangefunktion einen
Sattelpunkt!

Satz 13.8. Seien die Vektoren grad g;(x), i = 1,...m linear unabhingig und (x°, A°)
ein stationdrer Punkt von L(z, X). Ferner sei V? = {g € R" : ¢’(°) = 0}. Fulls die

Matriz H = <8(x9-28LJ:]- (:130,)\0)> iiber VO positiv definit ist, d.h. < Hg,g> > 0
v i,7=1,...,

fiir alle g € V° mit g # 0 gilt, lzegt in x° ein lokales Minimum unter den Nebenbe-
dingungen g;(x) =0, i = 1,...,m vor. Analog liegt im Falle negativer Definitheit ein
lokales Mazimum vor.

Die hinreichende Bedingung ist mitunter aufwendig zu verifizieren.

Beispiel 13.6. Gesucht ist der grofite achsenparallele Quader innerhalb des Ellipsoids
2

1'2 2
{(xvyvz)TERg +%+__1}

Zielfunktion ist der Volumeninhalt des Quaders
f(x,y,2) =222y 2z,
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Nebenbedingung die Gleichung der Oberfliche des Ellipsoids

2 P 2
g(:p,y,z):?—l—ﬁ%—g—lzo.

Damit wir gewdhrleistet, dass die FEckpunkte des Quaders auf dem FEllipsoid liegen.
22 2 22

= Lagrangefunktion L(z,y,z) =8xyz + A = + &% + = — 1

2 2

Notwendige Bedingung:

2
Lz:8yz+)\—f =0

a

2y
Ly:8x2+)\ﬁ =0

2
Lzz&py—i—)\—j =0

c

22?22
Lkzﬁ—l—ﬁ—'—g_l =0

2

2
T Y z

2

Fiir den Fall N\ =0 folgt x=y=0,2=1 oder
r=2=0,y=1 oder
y=z=0,z=1.

Fiir diese Punkte ergibt sich jeweils V- = 0, so dass fiir A = 0 keine Maximalstelle
vorliegt. Also muss A # 0 sein. Damit folgt

2 oyt 22 3a? a b c 8
== = —=1 = r=%—7, y=—, 2=+— d V==v3abc.
a2 b2 2 a2 x \/gy \/§Z \/gun 9\/_ac
Da der Volumeninhalt des Quaders durch den des FEllipsoids nach oben beschrinkt
ist, muss es ein Maximum geben. Es kann nur fir die zuletzt angegebenen Punkte
angenommen werden. Fir diese Punkte ergibt sich jeweils der selbe Quader. Da es
einen Quader maximalen Volumens geben muss und dafir nur der mit dem Volu-
men V = g 3 in Frage kommt, handelt es sich bei diesem um den mil maximalem

Volumen.

13.6 Aufgaben

13.1. Bestimmen Sie alle stationdren Punkte der folgenden Funktionen und untersu-
chen Sie mittels der zweiten partiellen Ableitungen, ob Extrema vorliegen und
von welchem Typ diese sind:
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13.2.

13.3.

13.4

13.5.

13.6.

13.7.

13.8.

a) f(x,y) =3 —2® +xy — 3y? + Tz + 2y,
b) f(z,y) = (z+y),

c) f(z,y) =Tyt

d) f(z,y) =2lny —22? |

Sei  f(z,y,2) =2 +y*+ 22 —xy+ 22+
a) Bestimmen Sie die stationdren Punkte von f(z,y, z) und ermitteln Sie durch
Definitheitsuntersuchung der Hessematrix, ob es sich um Extrema handelt
und von welchem Typ diese sind!
b) Beseitigen Sie in f(x,y, z) durch Hauptachsentransformation das gemischte
Glied und nutzen Sie dies zur Bestimmung eines Extremwertes!
¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen beiden Wegen?
y2 22 2
Bestimmen Sie die stationédren Punkte der Funktion f(z,y, 2) ::E—I—@—I—E—I—;
(x >0,y >0,z >0) und ermitteln Sie durch Definitheitsuntersuchung der
Hessematrix, ob es sich um Extrema handelt und von welchem Typ diese sind!

. Bestimmen Sie die globalen Extrema von f(z,y) = sinz + siny + sin(z + y)

tiber dem Gebiet |0, %] x [0, %] !

Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funktion
flx,y) =2t +yt — 222 + day — 2° !

Gegeben sei die Funktion f(z,y) = (3 + 322 + 1) cosh y.

a) Hat die Funktion globale Extrema?

b) Ermitteln Sie die relativen Extrema und Sattelpunkte!

c) Geben Sie die Taylorentwicklung von f(z,y) fiir den Entwicklungspunkt
(0,0) bis zu den quadratischen Gliedern an!

Fiir > 0, y > 0 sei die Funktion f(z,y) =z —y+In Y definiert.
x

a) Hat die Funktion globale oder lokale Extrema bzw. Sattelpunkte?
b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangentialebene im Punkt (e,1) an z =
fl,y)!

c) Sei @ ein Vektor in gegeniiber der positiven z—Achse im positiven Sinne um
0
60° gedrehter Richtung. Berechnen Sie die Richtungsableitung a—“}:(e, 1)!
a
d) In welche Richtung wéchst f(z,y) ausgehend von (z,y) = (e, 1) am stirks-

ten?

3
Gegeben sei die Funktion f(z,y, z) = e"(2* +y* + 2> + Z)

a) Untersuchen Sie die Funktion auf Extremstellen!
b) Hat die Funktion globale Extrema?
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c¢) Ermitteln Sie den grofiten und kleinsten Wert der Funktion iiber dem Wiirfel
{(z,y,2) : o] <L Jyl <1, |2 < 1}
x Yy z

13.9. a) Ermitteln Sie die Extrema von f(z,y, 2z) = (x,y,2>0)!

+ +
y+z x+z xty
b) Handelt es sich um globale Extrema?

13.10. Die Gewinnentwicklung eines Unternehmens in den Jahren 1996 bis 2000 zeigt
folgende Ergebnisse:

Jahr 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000
Gewinn (in Mill. DM) || 50 51 52 54 58

Es soll ermittelt werden, mit welchen Gewinnen 2001 und 2002 zu rechnen ist,

wenn unverdnderte wirtschaftliche Rahmenbedingungen unterstellt werden.

a) Nutzen Sie hierfiir die Methode der kleinsten Quadrate mit einem linearen
Ansatz!

b) Nutzen Sie hierfiir die Methode der kleinsten Quadrate mit einem quadrati-
schen Ansatz!

c¢) Vergleichen Sie die Ergebnisse von a) und b) und nehmen Sie eine kritische
Wertung vor!

13.11. Fiir die GroBe y liegen in Abhéngigkeit von x folgende Werte vor:

| 0] 1] 2] 3
y | 1028|5169

a) Approximieren Sie mit der Methode der kleinsten Quadrate den Zusammen-
hang zwischen den Gréflen x und y linear!
b) Ermitteln Sie Schétzwerte fiir y bei x = 2.5 und x =4 !

13.12. Die Funktion z = f(z,y) = Zx%yg beschreibe fiir ein offentlich geférdertes
Projekt zum Gemiiseanbau den Ertrag pro Hektar (in Mengeneinheiten) in
Abhéngigkeit von den eingesetzten Aufwendungen z fiir Bewisserung und y
fiir Diinger (beide gemessen in Geldeinheiten). Es stehen insgesamt C' Geldein-
heiten an Fordermitteln zur Verfiigung, die unbedingt vollstdndig verbraucht
werden sollen.

In welchem Verhéltnis sind die Fordermittel aufzuteilen, um einen maximalen
Ertrag zu sichern? Losen Sie die Aufgabe

a) mit der Einsetzmethode,

b) mit Hilfe eines Lagrangemultiplikators!

13.13. Wenden Sie die Einsetz- und die Lagrangemethode zur Bestimmung der Ex-
trema der Funktion f(z,y) = 1 + yz? lings des Einheitskreises 22 + y? = 1
an!

13.14. Ein Unternehmen stellt ein Erzeugnis in zwei Produktionsstatten P, und P
her, wobei jeweils fixe Kosten in Hohe von ¢y = 500 sowie variable Kosten in
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Abhéngigkeit von der produzierten Stiickzahl in Héhe von ¢ (z) = %:p% in P; und
in Hohe von cy(x) = 23+ 215 in P anfallen. Es sollen 80 Stiick des Erzeugnisses
kostenminimal produziert werden. Ermitteln Sie, wie die Produktion auf die
beiden Produktionsstétten zu verteilen ist,

a) mit der Einsetzmethode,

b) mit Hilfe eines Lagrangemultiplikators!

13.15. Ein Unternehmen kann das gleiche Erzeugnis auf drei verschiedenen Produkti-
onslinien P;, P, und Pj herstellen, wobei in Abhéngigkeit von der produzierten
Stiickzahl Kosten in Hohe von 3224601, 4735+60z5 bzw. 523+ 60x3 anfallen. Es
sollen 7050 Stiick des Erzeugnisses kostenminimal produziert werden. Ermitteln
Sie, wie die Produktion auf die drei Produktionslinien zu verteilen ist!

1 3 1
13.16. Untersuchen Sie, ob die Punkte (3, -2, —5), (3,—1,0), (3, —g —5) fiir die
Funktion f(zy, 79, 23) = 227+ 23+ 22,23 — 373 unter den Nebenbedingungen
T1+x9—T3=2, x1—T9+wr3=4 stationir sind!

13.17. Auf der Hyperbel 2% — y? = 4 ist der Punkt gesucht, der vom Punkt (0, 2) den
geringsten Abstand hat!

13.18. Bestimmen Sie die Extremwerte von f(z,y)=xy auf dem Kreis z?+y*=2!

13.19. Ermitteln Sie die Extrema der Funktion f(x,y,z) = z* + 3y* + 222 iiber der
Schnittgeraden der Ebenen = + 3y = 30 und y + 2z = 20

a) mit der Lagrangemethode,
b) durch Ermittlung der Geradengleichung und Einsetzen!

13.20. Ermitteln Sie die Extrema von f(z,y,2) =  + y + 2z langs der Ellipse, in der
sich die Ebene z + 2z = 1 und der Zylinder 2% + y* = 4 schneiden!

13.21. Mit minimalem Materialaufwand soll ein quaderférmiger oben offener Behélter
mit einem Fassungsvermoégen von 1 Liter hergestellt werden. Ermitteln Sie die
Seitenldngen des Quaders!

13.22. Bestimmen Sie die Extrema von f(z,y, z) =xyz unter den Nebenbedingungen
r4+y+z=5und ry+xrz+yz=8 !

13.23.Sei f(z,y) = 10 — 22% — 3y? + 4oy — 42 + Sy.
a) Entwickeln Sie f(z,y) an der Stelle (xg, o) in eine Taylorreihe!
b) Untersuchen Sie die Funktion f(x,y) auf Extremwerte!

¢) Geben Sie die Taylorentwicklung von f(z,y) am Extremum und die Taylor-
entwicklung von f(x,y) am Koordiantenursprung an!

d) Geben Sie die Gleichung der Tangentialebenen an die Fliche z = f(z,y) im
Extremum sowie im Koordinatenursprung an!

13.24. Bestimmen Sie die Sattelpunkte und die lokalen und globalen Extremstellen
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der Funktion f(z,y) = 4ay+ 62+ 2y +3 iiber dem Quadrat {(x,y) € R* : —5 <
z,y < 5}!

13.25. Bestimmen Sie die Extrema von f(z,y) = x3+y3+4azy, wobei a ein beliebiger
reeller Parameter sei! Handelt es sich um globale Extrema?

2% + 62 + 19
v+1

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion!

b) Entwickeln Sie die Funktion an der Stelle (0, 1) in eine Taylorreihe bis zu den
quadratischen Gliedern und geben Sie die Gleichung der Tangentialebene an
die Fliche z = f(z,y) in (0,1, %) an!

c¢) Untersuchen Sie die Funktion auf Extrema und Sattelpunkte!

d) Geben Sie die Taylorentwicklung bis zum quadratischen Glied und die Tan-
gentialebene am Sattelpunkt an!

e) Bestimmen Sie den Wertebereich der Funktion!

13.26. Sei f(z,y) =

13.27.Sei f(z,y) = 102% + 12zy + 10y* + 8z + 24y, =,y € R,
a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen!
b) Fiihren Sie fiir die Niveaulinien f(z,y) = C' die Hauptachsentransformation
aus!
c) Skizzieren Sie das Niveaulinienbild im transformierten Koordinatensystem!
d) Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktion f(z,y) !

13.28. Lésst sich der implizit durch F'(x,y) = 0 definierte Zusammenhang von = und
y explizit nach y als Funktion y = y(z) auflosen, so gilt unter Differenzierbar-
keitsvoraussetzungen

, dy  OF/0x
~dr  OF/

a) Begriinden Sie diese %ormel mit der Kettenregel!

b) Ein Zusammenhang zwischen zwei Groflen z und y sei durch h(z,y) = 36 +
6z — 2% + 10y — y? = 45 beschrieben. Ermitteln Sie ¢/(x) fir z = 6,y = 1
durch implizite Differenziation sowie durch explizite Auflésung nach y und
anschliefende Differenziation!

c) Was passiert in gleichem Zusammenhang im Punkt x =8, y =57

13.29. Gegeben sei die Funktion F(z,y) = 2° + y* — 4oy — 11z + 2.

a) Zeigen Sie, dass durch F(x,y) = 0 in der Umgebung des Punktes (1,2) eine
Funktion y = y(z) definiert wird!

b) Berechnen Sie y'(1) !

c¢) Ermitteln Sie ndherungsweise y(1.1) !

13.30. Betrachtet wird das Nullniveau der Funktion f(z,y) = 1022 + 12zy + 10y* +
S8x + 24y.
a) Zeigen Sie, dass in der Umgebung des Punktes (z,y) = (0, —22) durch das
Nullniveau eine Funktion y = ¢(x) definiert wird!
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b) Bestimmen Sie fiir diese Funktion die Ableitung ¢’(0) durch implizite Diffe-
renziation!

¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente ¢(z) im Punkt (z,y) = (0, —2)
an die Niveaulinie!

d) Vergleichen Sie ¢(0.1) und ¢(0.1) !

13.31. Fiir die GroBe y liegen in Abhéngigkeit von x folgende Werte vor:
x| -2 -1]0]1]2
il -8]-1]0]2]8
a) Approximieren Sie mit der Methode der kleinsten Quadrate den Zusammen-
hang zwischen den Gréflen z und y durch eine Gerade!
b) Approximieren Sie mit der Methode der kleinsten Quadrate den Zusammen-
hang zwischen den Gréflen z und y durch eine Parabel!
¢) Ermitteln Sie mit beiden Approximationen Schitzwerte fir y bei x = 1.5
und x = 2.5 |

13.32. Bestimmen Sie sofern existent den grofiten und den kleinsten Wert Funktion
f(z,y) = 102? + 122y + 10y? + 8x + 24y (vgl. Aufgabe 13.27) iiber der Geraden
11z + 5y = 23
a) mit der Einsetzmethode,
b) mit Hilfe eines Lagrangemultiplikators!

13.33. Ein Unternehmen stellt vier Produkte her, die zu Preisen pi, ps, ps bzw. py4
verkauft werden. Der tégliche Absatz betriagt in Abhéngigkeit von den jeweiligen
Preisen a; =1000—20p;, as =1500—10p,, az= 1000—10p3 bzw. as=2000—10p,.
Aus Kapazitdtsgriinden muss die tédgliche Produktion der Gleichung ay +2as+
2a3+2a4 = 7800 geniigen. Berechnen Sie die Preise, unter denen der tégliche
Umsatz unter den beschriebenen Bedingungen maximal ist, sowie den damit zu
erreichenden Umsatz!

Kapitel 14
Gewdhnliche Differentialgleichungen

14.1 Einfiihrung

Unter einer Differentialgleichung versteht man eine Gleichung, in welcher unabhéngige
Variablen, Funktionen und Ableitungen von Funktionen auftreten.

Beispiel 14.1 (Wachstumsmodell). Sei y(t) die Population zum Zeitpunkt t > t,
dann ist die Wachstumsrate gegeben durch

i DY gy YEEAD —y(t) _ dy
Y= A0 Ar Ao At dt’
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Gehen wir weiter davon aus, dafi die Wachstumsrate proportional zur Population ist,
so bedeutet dies

y(t) = ay(t), t>ty, a€R (14.1)
Durch eine Zihlung wurde die Population zu einem Zeitpunkt y(ty) = yo ermittelt.

Zunichst bemerken wir,

1. Gleichung ([I4.1)) ist abhéngig von ¢, y und ¢.

2. Gleichung (I41]) bildet in Verbindung mit der Bedingung y(ty) = yo ein An-
fangswertproblem.

Bemerkung 14.1. Hingt t — y(t) von t ab, so schreiben wir oft j(t) = %(t),

dt
wdhrend wir fir x — y(z) die Schreibweise y'(x) = Z—i(x) verwenden. Beide Schreib-

weisen sind in der Literatur tiblich. Die Schreibweise §(t) wurde von Newton eingefiihrt
und ist in der Physik gebrduchlich, wenn t die Zeit bezeichnet.

Definition 14.1. Sei f : [z, X) X R™ — R™ stetig, dann heifit die Gleichung

Y'(z) = f(z.y(x)), € lxo,X) (14.2)
bzw.
() file,pi(x), -y (7))
Yom () S (@ g1 (), - ym())
eine explizite Differentialgleichung 1. Ordnung . Ist
y(x0) = yo (14.3)

vorgegeben, so heiffen (I4.2) und (I43) ein Anfangswertproblem zu (14.2)).

Beispiel 14.2 (explizites Anfangswertproblem). Gesucht sei die Funktiony : [0, X) —
R, = — y(z) mit

y'(z) = fz), y(0) =1y (14.4)
Integration von (I4.4) liefert

/ "y (r)dr = / ey,

das heifit, die Losung y = y(x) ist gegeben durch

ve) = [ frar

beziehungsweise

y(@) = yo + / " f(r)dr.
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14.2 Existenz- und Eindeutigkeitsatz

Betrachten wir das Anfangswertproblem

Y(@) = f(zy(), ylzo) =y, = € [wo,X), (14.5)

so stellt sich die Frage nach Frxistenz und Findeutigkeit der Lisung. Ebenfalls von In-
teresse ist, ob eine kleine Anderung der Anfangsbedingung auch eine kleine Anderung
der Losung zur Folge hat; dies bedeutet die Losung hdngt stetig von den Anfangsdaten
ab. Ein mathematisches Problem, dessen Losung alle drei Bedingungen erfiillt, heif3t
korrekt gestellt oder sachgemifl gestellt.

Definition 14.2. Eine Funktion f : G — R™, G € R" erfillt eine Lipschitz-
Bedingung (kurz L-Bedingung), falls eine Konstante L € R ezistiert, so daf8 fir
alle x1,29 € G

[f(x1) = f(z2)|| < L1 — z2f|.

Der folgende Satz zeigt, dafi das Anfangswertproblem (I4.5]) korrekt gestellt ist, falls
die Funktion f eine L-Bedingung in y erfiillt.
Satz 14.1 (Picard-Lindelof). Geniigt f(z,y) fir alle x € [xy, X) einer L-Bedingung
my

1 (2, 91) = fz,y2)| < Lllyr — val], Va < yr,y2 <D

dann ist das Anfangswertproblem ([I43) fir yo € (a,b) eindeutig losbar in einem
geeignetem Intervall [xo, X). Fir zwei Losungen y,, yo zu verschiedenen Anfangsbe-
dingungen

y1(zo) = Y10, Y2(w0) = Y20,  Y1,0,¥20 € (a,0)

gilt fir alle x € [xy, X)

l91(2) = ga(2) | < Cllyro = y20ll

14.3 Trennbare Differentialgleichungen

Ein wichtiger Spezialfall des Anfangwertsproblems ([4.2)), (I£3) liegt vor, falls die
Funktion f(z,y) in zwei voneinander unabhéngige Funktionen g(z) und h(y) zerfillt,
wir also die Gleichung

Y'(x) = glx)(y), y(xo) =0, (y=y(x)) (14.6)

betrachten. Diese Gleichung 16sen wir in vier Schritten:
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1. Schritt: Bestimme die Nullstellen 12 von h
h(y) = 0.
Dann ist die konstante Funktion y(z) = y eine partikuliire (spezielle) Losung
von (I4.6).
2. Schritt: Bringe y # 5 auf die linke und x auf die rechte Seite
h™'(y) dy = g(x) da.

3. Schritt: Integriere unbestimmt

H(y) = /h_l(y) dy = /g(x) de =G(z)+c¢, ceR
H(y) ist die allgemeine, implizite Losung.

4. Schritt: Falls h(yy) # 0 ist, bestimme ¢, so daBl H(yo) = G(x¢) + ¢, und lose
(falls moglich) H(y) = G(z) + ¢o nach y auf. Im Falle h(yy) = 0 ist y = y
Losung des Anfangswertproblems.

Beispiel 14.3. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(2) = ay(z), y(0)=y, a€R

Es gilt (IZ6) mit g(z) = a und h(y) = y. h(y) hat nur die Nullstelle y = 0 und
wir erhalten nach Schritt 1 die partikulire Lésung y = 0, die nur fir yo = 0 das
Anfangswertproblem lost. Sei nun y #Z 0 angenommen. Schritt 2 und Schritt 3 fiihren

2
/% = /adx — logly(z)|=ar+c <= J|y(o)|= e te.
das heifst, die allgemeine Losung ist gegeben durch
y(r) = ae®™, a€R.
Aus y(0) = « L Yo folgt
y(z) = yoe.

L L
2 25 3

0 L L
o 05 1

15
t—Achse

Skizze der Losung y(z) = yoe™® fir yp = a = 1.
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Beispiel 14.4. Gegeben sei das Anfangswertproblem

In (I&8) haben wir g(x) = 1 und h(y) = —y>. h(y) hat eine Nullstelle in y = 0, nach
Schritt 1 ergibt sich die partikuldre Losung y = 0, die aber der Anfangsbedingung
y(0) = —1 nicht gendigt. Schritt 2 und 3 liefern

—/d—g:/lda; = @:erc — y(x)= :
Yy Yy T+ c

Wegen

1
I
c

y(0) =

folgt c = —1 und somit

Die Lisung existiert jedoch nur fir x € [0,1)!

14.4 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition 14.3. Sei A(x) € R™" z — A(z), x € [ro,X]| = I C R, stetig. Die
Differentialgleichung

heifit lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die gesuchte Funktion y €
CHI,R™).

Satz 14.2. Seien I = [x9, X], = € (x¢, X) und A(x),b(z) € C*(I,R). Dann ist das
Anfangswertproblem

eindeutig losbar.

Falls b(z) = 0, heiit die Differentialgleichung homogen. Ansonsten ist b(z) die
Inhomogenitit. Fiir homogene lineare Differentialgleichungen gilt das Superposi-
tionsprinzip:
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Satz 14.3 (Superpositionsprinzip). Seien y;,y2 € CY(I,R") zwei Lésungen der ho-
mogenen linearen Differentialgleichung

dann st auch

}_’ = ay, + 5}’27 Oé,ﬁ € R)

eine Losung.

Beweis. Aus den beiden Gleichungen

¥y = ay; + Bys,
Ay = aAy, + BAy;

folgt durch Subtraktion

¥ — Ay = a(y} — Ay1) + (y; — Ayz) = 0,
-0 -0

das heifit die Behauptung. O

Definition 14.4. Die Funktionen
yi €CHILL,R™), i=1,2,....,m (m<n)

heiffen linear unabhéngig, falls aus
Zaiyl-(x) =0, o€R
i=1
folgt a; =0 fiir allei = 1,2,...,m (vgl. Mathematik I (Lineare Algebra)).
Ein Fundamentalsystem zur linearen homogenen Differentialgleichung
y'(z) = Alx)y(z), A(z)eR™"

besteht aus n linear unabhéngigen Losungen yq,ys,...,y,. Die Matrix

W(z) = [yi(2), ya(2), ..., yn(@)], w€l
heift Wronski-Matrix. Fiir diese gilt die Beziechung

W'(z) = A(z)W(z). (14.7)
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Satz 14.4. Zu jeder linearen homogenen Differentialgleichung
y'(z) = A(z)y(x), A(x)eR™"

existiert ein Fundamentalsystem. y € Cy(I,R") ist genau dann eine Lisung dieser
Differentialgleichung, falls ein ¢ € R™ existiert mit

n

y(r) = W(z)c = Zczyz(x)

i=1

Die Determinante det W () ist entweder = 0 oder tberall # 0.

Alle Losungen einer linearen inhomogenen Differentialgleichung sind gegeben als die
Summe einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung und den Lésungen der
homogenen Gleichung, genauer:

Satz 14.5. Seiy, € C'(I,R"™) eine spezielle Losung der inhomogenen Differential-
gleichung

y'(z) = A(z)y(z) = b(z).
Dann besitzt jede Lisungy € CH(I,R") die Darstellung
y(z) =ys(x) + W(z)c.

mit einem geeigneten ¢ € R™.

Eine spezielle Losung findet man u.a. durch Variation der Konstanten. Ansatz:
Die spezielle Losung habe die Form

ys(z) = W(x)c(z). (14.8)
Aus den Gleichungen

yi(x) = W(z)c'(z) + W'(z)c(z),
Yo(@) = A(2)ys(z) + b()

folgt durch Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung

W (z)c' () + W'(z)c(z) = A(x)ys(z) + b(x). (14.9)
Mit (I47) kann in (I4.9) W'(z) ersetzt werden

W(2)e/(2) + A(2)W()e(z) = A(2)ys(2) + b(z).
Setzen wir den Ansatz (I4.8) ein, folgt weiter

W ()< () + A(2)W ()e(z) = A2)W(x)e(z) + b(x),
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also

Auflosen dieser Gleichung nach ¢'(z) liefert ¢/(z) = W (z)'b(x) bzw.
c(r) = /mW(t)_lb(t)dt.
o
Eingesetzt in (IZ4.8) ergibt sich schlieflich
ys(z) = W(x) / xW(t)‘lb(t)dt.
o
Somit lautet die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung

y(z) = W(z)c + W(z) /w W (t)b(t)dt, cecR"

Ist eine Anfangsbedingung y(zg) = yo vorgegeben, so gilt wegen y(zo) = W (zg)c,
das heifit

Cc= W_1($0)y07
der folgende Satz:

Satz 14.6. Das Anfangswertproblem

y'(z) = A(x)y(z) = b(z), y(x0) = ¥0

hat die eindeutig bestimmte Lésung

(o) = W)W (z0)yo + Wie) [ Wl (n)b(t)dt.

14.5 Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir wollen hier den Spezialfall einer linearen Differentialgleichung betrachten, bei der
die Koeffizientenmatrix A (z) nur konstanten Eintréage besitzt

y'(z) = Ay(z) + b(z). (14.10)
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Beispiel 14.5. Ses
0
0

-1

2
A= 0
1

S N O

und

y'(x) - Ay(z) = 0.

Um ein Fundamentalsystem zu finden, machen wir (im Komplezen) den Ansatz

y(r) =ce, ce C?
FEingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
Aeer —Ace® =0 <= (AMI-A)c=0.

Dies ist ein Eigenwertproblem. Das charakteristische Polynom lautet

A 2 0 |
0 -\ 2|=-XN+22—-4=0,
-1 1 =)\

woraus die drei Eigenwerte
AM=-2, A=14+14 A=1-—1

folgen. Wir bestimmen nun die entsprechenden Eigenvektoren cy,cs, C3.

1. zu Ny = =2:
' 2 20 1
Oi(A—)\ll)Clz 0 2 2|c¢ — co=«a|—1 , ae C.
-1 1 2 1
2. zudy=1+1:
' —1—1 2 0
Oi(A—)\QI)CQZ 0 —1—2 2 Co
-1 1 —1—1
2—2
= cy=0 2 , peC.
141
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3. zu A3 =1 —1: A3 1st konjugiert komplexe Nullstelle zu X\, daher folgt

242
c3 =7 2 , ~neC.
1—1

Da die Eigenvektoren linear unabhdngig sind, bilden diese im Komplexen ein Funda-
mentalsystem, das heifit jede (komplexe) Losung hat die Form

1 2—2 242
y(@)=a|-1|e 4+ 2 e+ 4 ~ 2 =92 o, 3~ eC.
1 141 1—1

Realteil und Imagindrteil der Losung sind auch jeweils zwei linear unabhdngige, aber
rein reelle Losungen. Hieraus folgt zum Beipiel das reelle Fundamentalsystem

1
yi(z) = Re(cre ™) = e 2 [ -1,
1
‘ [ 2 —2
y2(x) = Re(cye %) = ¢ { cosz | 2 | —sinz | 0 )
‘ [—2 2]
y3(z) = Im(coe™%) = ¢ { cosz | 0 | +sinz | 2
1 1

Definition 14.5. Eine Folge von Matrizen (Ag)ren, Ag = (ag?) e C™ heifst kon-
vergent gegen eine Matriz A = (a;;) € C™", falls Aj, komponentenweise gegen A
konvergiert

khm a(k) =a;; firalle 1<1,5<n.

Weiter definieren wir

JE&Z k:'Ak 2t

Ein Vektor v € C" heifst Hauptvektor der Stufe | > 1 zum Figenwert A € C, falls
(A = AD)'v = 0 und (A — MNI)'"'v #£ 0 gilt. Ein Hauptvektor der Stufe 1 ist ein
Eigenvektor.

Satz 14.7. Die Matriz eA” ist eine Wronski-Matriz zur Differentialgleichung (TZ10).

Es gibt genau n linear unabhdngige Hauptvektoren v; der Stufe l; zu den Eigenwerten
A € C der Matrix A und die

li—1
yz(x) = €Aiz (VZ‘ + .T(A — )\zI)Vz + ...+ v 1 '(A — )\Z'I)lilvi> (1411)
1=1,2,...,n bilden ein Fundamentalsystem.
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Beweis. Die erste Aussage erhilt man durch Einsetzen von (e“%)’ = AeA® in die
Differentialgleichung. Aus

Az /\ixe(Af)\iI)x

e Y =e V;

X
S :x_(A_)\.I)j 4
=€ Vv
' 1 7
=0 /'
l;—1

J ,
= ekix Z x—(A — )\iI)Jvi

|
=0 /'
=vi(x)
ergibt sich Gleichung (I4.11]). Die lineare Unabhéngigkeit der y;(x) folgt schlieBlich
sich aus der linearen Unabhéngigkeit der v;. 0

Bemerkung 14.2. Im Beipiel 14.5 sind die 3 Hauptvektoren der Matriz A alle ein-
stufig (also Eigenvektoren).

14.6 Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Eine explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Differentialgleichung
der Form

v (2) = faiy(e).y'(@),....y" V().

oder kiirzer

y™ = flzy,y, .y, (14.12)

Eine solche Differentialgleichung 148t sich auf ein (groBeres) System 1. Ordnung iiberfiihren.
Dazu definieren wir

R1=Y, 2= yla cees Rp = y(nil)'

Es folgt dann ein System aus n Gleichungen

2y = 2o,
zh = zs,
(14.13)
27/1—1 = Zn,
zn = flz,21,. .., 2n)-

y ist genau dann Losung von (I412), falls [z1, . . ., 2,7 Losung von ([Z413) ist. Somit
lauten die Anfangsbedingungen

z1(to) =y(to) = yo, 2(te) =y () =v1, ... za(to) =y" V(to) = yn-1.

Von wesentlicher Bedeutung sind lineare Systeme 2. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten.
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Beispiel 14.6. Wir betrachten die Gleichung einer geddmpften Schwingung am Bei-
piel einer Feder

mi, + ki, + Dz, = F(t) (14.14)
~ ~— =
Trigheitskraft ~— Reibungskraft — Rickstellkraft duflere Kraft

(m = Masse, k = Dimpfung, D = Federkonstante). Unter der Annahme, daf$ keine
Kraft von auflen auf das System einwirkt (F(t) = 0), erhalten wir die homogene
Differentialgleichung 2. Ordnung

mi + kx + Dz = 0. (14.15)
Mit dem Ansatz

x(t) =M, @(t) = XM, i(t) = NeM
entsteht die charakteristische Gleichung

mA* + kX + D = 0.
Als quadratische Gleichung hat sie zwei Losungen

k k2 D
N b 14.1
1/2 2m 4m2  m ( 0)

Hier miissen wir drei Falle unterscheiden, in denen sich das System ganz verschieden
verhdlt.

1. Bei k < 2vmD (schwache Diampfung) wird der Radikant negativ. Mit den
Abkiirzungen

k k2 D
0 2m’ it V4m2 m <

erhalten wir

Ty = e—(&:l:zw)t.

Real- und Imagindrteil der Lésung sind gegeben durch

1

z; = e cos(wt), xy=e sin(wt).

Alle Losungen haben somit die Form

6

z = cre % cos(wt) 4+ ce % sin(wt), ¢1,cp €R.
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1 1
\
\
osfl 08
06 06
0.4 0.4
B oo} Sl B o2
<= N <=
G - G
< o NG < o
] J -7 i -
= /- _ =, - - ;
B T ox @ =e 01t cos(t) = x,(0) =e 91 sin(y)
0.4 4 -0.4
0.6 -0.6
o8t / o8l /
/ /
/ /
o 10 20 0 20 0 60 ) 10 20 0 20 0 60
t—Achse t—Achse

Die beiden Fundamentallosungen x1 und zo fir 6 = 0.1 und w = 1.

2. Bei k > 2v/mD (starke Dimpfung) wird die Wurzel in (IZI6) reell und trigt
selbst zur Dampfung bei. Wdhlen wir & wie oben und setzen

(w heifst Eigenschwingung), so ergibt sich die reelle Lisung

Ty = 6—(6:|:w)t.

Die allgemeine (reelle) Losung von (I4.15) ist gegeben durch
z=cre” 0Tt 4 et e e R.

Wegen § > w ist fiir jeden Anfangszustand x(ty) = xo und @(ty) = 2o
tlggo z(t) =0.

Diese Funktion hat hochstens eine Nullstelle (x(t) = 0) und ein relatives Extre-
mum (&(t) = 0).

05 T T T T T 2

21t + e—O.lt

L L
40 50 60

L L L L
40 50 60 o 10 20

1‘0 2‘0 30 30
t-Achse t—-Achse

Zwei spezielle Losungen fir 6 = 1.1 und w = 1.
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3. Bei k = 2v/mD (mittlere Dimpfung) verschwindet die Wurzel in (I4.16). Der

Ansatz liefert nur eine Lisung

x = e O,

Es gibt aber noch eine zweite, von der ersten linear unabhingige Lisung: Der

Ansatz
zo(t) = te™®
liefert
By = e % — §te™%, Gy = —20e7% + §%te 0,

FEingesetzt in die Differentialgleichung folgt
(m(—26 + 6%t) + k(1 — 6t) + Dt)e*" = 0.
Somit hat jede Losung von (I4L15) die Form

r=cre %+ CQte_‘St, c1,c0 € R

x(t) = (1+t) 71

L L L L L L ! L
o 10 20 30 40 60 70 80 90 100

50
t—-Achse

Skizze der Losung x = c1e™% + cote™ fiir ¢y = co =1 und § = 0.1.

In (I4.14) wirke nun von auflen die Kraft
F(t) = Fycos(wt) = Re(e™").

Zur Bestimmung einer speziellen Lésung machen wir den Ansatz vom Typ der
rechten Seite (im Komplexen)

T = zoe™!, & =irewe™, i=—xow’e™.
Es folgt
(—ma® + ke =
To( — mw —I—zk:w—l—D) = Iy,
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woraus sich

Fy
—maw? + ikio + D

o =

ergibt. Der Betrag von xy heifit (physikalische) Amplitute:

F
20| = 0 — ., wy=VDm.
\/m2(w(2) — w0?2)? 4 k2w?

Fiir © = wy = vV Dm wird diese am grioften (Resonanz bzw. Resonanzkatastrophe).

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung haben die Form

> ai(z)y(x) = b(x)

i=0
mit

zxel, a;,beC(,R), yeC"(I,R).
Substituieren wir wieder

=y, zm=vy, ..., z=y"

ergibt sich das System

n—1
=20, Zh=23, 0 2L =2Zn, 2, =— a;(x)zi(x) + b(z)
=0
oder kurz
7' (z) = A(z)z(z) + b(z), (14.17)
wobel
[0 1 0 ]
'zl 5, 8 0 0 1 0
7 = '2 g . s b g . s A_ g : .. .. :
B ; 0 0 0o 1
|—d0 —a1 - —Qp-2 —0p—1

Sinngeméf iibertragen sich viele Sétze.
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Satz 14.8. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung (I£I7). Die
homogene Gleichung besitzt genau n unabhdingige Losungen zy,Zs,...,Z,. Fir die
Wronski-Matrix der Differentialgleichung

W(x) = [z1(x), 29(2), .. ., Zp_1(x)]

gelten die gleichen Aussagen wie in den Sdtzen 14.4, 14.6 und 14.5. Ist insbesondere
zs eine spezielle Losung der Differentialgleichung, dann ist jede Losung von der Form

z:zs(x)+Zcizi(:c), ¢ € R, i=1,2,...,n.
i=1

Das Anfangswertproblem zum Anfangswert z(xg) = zo ist eindeutig losbar.

14.7 Aufgaben

14.1. Losen Sie die Anfangswertaufgabe y'(x) = 2zy, y(0) = 3!
14.2. Losen Sie die Randwertaufgabe y”(z) =1, y(0) =1, y(1) = 3!

14.3. In welcher Zeit kiihlt sich ein Korper, der auf 100°C erhitzt wurde, in einem
Raum mit der Temperatur 20°C bis auf 25°C ab, wenn er sich nach 10 Minuten
auf 60°C abgekiihlt hat und die Geschwindigkeit der Abkiihlung proportional
der Temperaturdifferenz ist?

14.4. Bestimmen Sie die Kurve, die durch den Punkt P(2,2) geht und fiir die der durch
die Schnittpunkte A und B mit den Koordinatenachsen begrenzte Abschnitt
einer beliebigen Kurventangente vom jeweiligen Beriihrungspunkt M halbiert
wird!

14.5. Losen Sie die inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

y'—SQZx!
T

14.6. Losen Sie die Differenzialgleichung (1 + y?) dz + 2y dy = 0!

14.7. Losen Sie die Differenzialgleichungen
a) y' =y,
b) ¥y = (y — 3) cos z,
c) ¥y =(2y+1)cotz,

Y <1 +1In y) (Hinweis: Substitution: t(z) = @y
x T .

14.8. Losen Sie die Differenzialgleichung 3’ — (tanz)y = cosx !
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14.9. In einem elektrischen Stromkreis befinden sich eine Spule mit der Selbstinduk-
tionsspannung Uy (t) = LI'(t) und ein Widerstand mit dem Spannungsabfall
Ugr(t) = RI(t). Zum Zeitpunkt t = 0 werde eine Wechselspannung U (t) = sinwt
angelegt. Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf des Stromes I(t) !

14.10. Gegeben sei die Differenzialgleichung 2%y” + 2y’ — y = 0.

a) Zeigen Sie, dass y;(x) = x eine spezielle Losung dieser Differenzialgleichung
ist!

b) Losen Sie davon ausgehend die Differenzialgleichung allgemein durch Reduk-
tion der Ordnung mit der Substitution y(x) = y;(z)u(z) und Losung der sich
dadurch ergebenden Differenzialgleichung fiir v’ !

14.11. Losen Sie die folgenden homogenen Differenzialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten:
a) ¥’ — 4y’ + 3y =0,
b) v’ — 4y’ + 13y = 0,
c) y" —6y" + 12y — 8y =0,
d) y™® — 16y = 0,
e) y(4) — 8y’ + 16y =0

14.12. Losen Sie die Anfangswertaufgaben

a) y" —3y" +4y =0, y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=4,
b) §4+25+2s=0, s(0)=350)=1]!

14.13. Losen Sie die folgenden inhomogenen Differenzialgleichungen mit konstanten

Koefﬁzienten'

a) vy’ — 4y + 3y = 9ze'”
b) — 4y 4+ 3y = 2e
c) ¥y — 2y +y=xe*
d) v =3y +2y = 2e
e) " — 4y = 8z3,

f) y' —2y =a? —x!

14.14. Losen Sie die Differenzialgleichungen
a) y' + 5y + 6y =e",
b) v’ +y — 182y = —1408ze**
c) vy’ + 4y = sin 2z,
d) ¥y + 9y’ = Tcos 4z,
e) ¥y +y" + 15y — 17y = 10e7,
f) 4@ — 29" 4 5y" =5 |

14.15. Losen Sie die Randwertaufgabe y” + 9y = sinz, y(0) =2, y(
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14.16. a) An einen an einer Feder aufgehéngten Massepunkt greife ab dem Zeitpunkt
t = 0 eine periodisch wirkende duflere Kraft F'sin 5¢ an, die bei Vernachléassi-
gung der Dampfung eine Schwingung nach der Gleichung #(t) + 16z(t) =
Fsin 5t auslost. Ermitteln Sie die Auslenkung des Massepunktes gegeniiber
der Gleichgewichtslage!

b) Bei welcher duBlerer Kraft wiirde es fiir die Gleichung #(t) + 16x(t) = F(t)
zur Resonanz kommen? Begriinden Sie mit Hilfe des zur Bestimmung einer
speziellen Losung der inhomogenen Differenzialgleichung zu verwendenden
Ansatzes, dass es in diesem Falle zur Zerstérung des Systems kommen wiirde!
(Die Losung muss nicht ausgerechnet werden.)

14.17. Losen Sie das Differenzialgleichungssystem & = 2z+8y

a) direkt, y = 3r=8y
b) durch Riickfithrung auf eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung fiir x,
¢) durch Riickfithrung auf eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung fiir y !

14.18. a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

0 10
0 0 1]!
6 —11 6
b) Losen Sie die Anfangswertaufgabe
‘ 0 10 4
Zt)=1| 0 0 1]&¢), 20)= 7|!
6 —11 6 15

14.19. Losen Sie die Anfangswertaufgabe & =2xr—2y— 2z
y=3r—5y—3z
z=2r—4y— =z
z(0)=2, y(0)=-2, 2(0)=—-1 !

14.20. Losen Sie das inhomogene System & = —2ye™*
y = —2r+e !
14.21. Losen Sie das inhomogene Differenzialgleichungssystem & = —2y

y = —2z+2e3 |

14.22. Losen Sie das inhomogene System & —2x —8y= 5e'
7y —3x +8y=—18¢" !

14.23. Losen Sie die folgenden Systeme gewohnlicher Differenzialgleichungen erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

T = x-2y—z T = y+z T = Y
a) § = —r+ ytz, b) § =1z +z, c) y = z |
= = —z z = o4y z = —x+y+z
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14.24. Ermitteln Sie die allgemeine reelle Losung des Systems & = —7z+ y
y = —2x—5y !

Kapitel 15
Fourierreihen

15.1 Formeln der Fourierentwicklung

Definition 15.1. Eine Funktion f(x) einer reellen Verdinderlichen heifit periodisch
mit der Periodenlinge T > 0, wenn f(x +T) = f(z) fir alle x € R gilt. Sie heifit
gerade, wenn f(—x) = f(x) und ungerade, wenn f(—x) = —f(z) ist.

Gerade Funtkionen sind symmetrisch beziiglich der y—Achse, ungerade Funktionen
sind symmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs.

In vielen Situationen ist es giinstig, periodische Funktionen durch trigonometrische
Polynome

k
2 2
Sk(x) = % + Z (ak cos k%x + by, sin k%x)
n=1

zu approximieren. Da die Winkelfunktionen cos und sin die Periodenlénge 27 haben,

wird durch den Faktor 2% erreicht, dass cos k:%”x und sin k:%”x die Periodenlénge T

haben. Damit hat auch Si(x) die Periodenlénge 7T'.

Anzustreben ist Sy — f fiir kK — oo. Im ,,quadratischen Mittel“, d.h. im Sinne von

T

lim [ (Sy(a) — f(2)d
0
wird das fiir beschrinkte und stiickweise stetige Funktionen f erreicht, wenn die Ko-

effizienten

T T
2 2 2 2
ak:T/f(;p)cosk;%xdx (k:0,172,,,,), bk:?/f(x)smk:%xdx (k?zl,Q,)
0 0
gewahlt werden.

Satz 15.1 (Konvergenz der Fourierreihe). Kann das Intervall [0,T] in endlich viele
Intervalle zerlegt werden, in denen die Funktion f(x) stetig und monoton ist und sind
an jeder Unstetigkeitsstelle die einseitigen Grenzwerte f(x —0) und f(z+0) definiert
(Dirichlet-Bedingung), so konvergiert die Fourierreihe

- 2 2
% + ; <ak Cos k%x + by, sin k%x)
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gegen f(x) in Stetigkeitspunkten von f und gegen w

f.

an Sprungstellen von

An Sprungstellen konvergiert die Fourierreihe also gegen den Mittelwert der beiden
einseitigen Grenzwerte.

Da die Kosinus-Funktionen einschliefllich cos 0z = 1, was dem Koffizienten % ent-
spricht, gerade sind, gilt ax = 0 (k = 0,1,2,...) fiir ungerade Funktionen. Da die

Sinus—Funktionen ungerade sind, gilt b, =0 (k = 1,2,...) fiir gerade Funktionen.

Hat die Funktion f(x) die Periodenlinge T" = 27, so vereinfachen sich die Formeln
fiir die Fourierentwicklung zu

k
Sk(x) = % + Z (ay, cos kx + by sin kx)
n=1

T T

1 1
mit ak:—/f(x)coskxdx (k=0,1,2,...), bk:—/f(x)sink:xdx (k=1,2,...).
T T
0 0

15.2 Aufgaben

15.1. Die Funktion f(t) = |t|, —m <t <7 werde 2r—periodisch fortgesetzt.

a) Zeichnen Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!

= 1
¢) Bestimmen Sie S —
) ,; (2k + 1)

15.2. Entwickeln Sie f(z) = cos®x in eine Fourierreihe!

2

Hinweis: Formen Sie den Integranden cos® x cos 2kx durch zweimalige Anwendung der

1
Formel cos acos § = 3 (cos(a+3)+cos(a—)) in eine Summe von Kosinusfunktionen

um!

15.3. Gegeben sei die Funktion f(z) = |sin 2z|.

a) Skizzieren Sie die Funktion im Intervall [—2m, 27] !
b) Wie grofi ist die (kiirzeste) Periodenlédnge?
c¢) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
= 1
d) Besti Si !
) Bestimmen Sie ; Ok~ D)k + 1)

15.4. Die Funktion f(z) =2?% —1 <z <1 werde periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion!
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b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!

00 k
c¢) Bestimmen Sie Z (_]:2) !
k=1
-1 —nr<r< —%
15.5. Die Funktion f(z) =< sinz T <z< % werde periodisch fortgesetzt.
1 T<x< «

2
a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Approximieren Sie f(x) mittels Fourierentwicklung durch ein trigonometri-

2
sches Polynom 2. Grades f(z) = % + Z ay, cos kx + by, sin kx !
k=1

Hinweis: sinasinf = %(cos(a — ) — cos(a+ 1))

15.6. Eine 2m—periodische Funktion f(z) sei beziiglich z = % symmetrisch, d.h., es

gelte f (z —z)=f (g +x). Welche ihrer Fourierkoeffizienten sind mit Sicherheit
gleich 0 7

Kapitel 16
Methoden der numerischen Mathematik

16.1 Vektor- und Matrixnormen

Definition 16.1 (Vektornorm). Fine Vektornorm des R" ist eine Abbildung || - || :
R" - R, x — ||x]||, die fiir alle x,y € R" die Normbedingungen erfiillt:

i. |x[|=0&ex=0,
i |lox|| = |af||x|| fir alle « € R,  (Homogenitdt)

. |lx+yl| < |Ix|| + |yl (Dreiecksungleichung)

Wir wollen im weiteren folgende drei Vektornormen in Betracht ziehen:

n
1-Norm: x|l = Z |24,
i=1
n 1/2
Euklidische Norm: x|l = <Z \l’z|2> ;
i=1
Maximumnorm: |1%X||oo := max |x;].
1<i<n
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Die Euklidische Norm wurde schon in Definition 2.2 eingefiihrt. Fiir sie gilt fiir das

dort eingefithrte Skalarprodukt ||z|| = - .

Definition 16.2 (Matrixnorm). In R™ sei eine beliebige Vektornorm || - || gegeben.
Fiir eine Matriz A € R™" ist die (natirliche) Matrixnorm defininiert durch

Al =

Auch fiir Matrixnormen sind die obigen drei Normbedingungen erfiillt, zusétzlich ha-
ben wir jedoch die Submultiplikativitit

IAB] < [|A[[B]. (16.1)
Vektornorm und Matrixnorm sind durch die Abschétzung
[Ax]] < [[A][]lx]l

miteinander gekoppelt. Beachten wir, daf die Matrix AAT n nichtnegative Eigenwerte
A1, Agy .oy A besitzt (vegleiche Mathematik I (Lineare Algebra)) und setzen

p(AAT) == max \;,

1<i<n
so gilt der

Satz 16.1. Gegeben sei eine Matriz A € R™". Es gelten die Aquivalenzen

n

Al = lfgglzl |a],
1=

[A]l2 = /p(AAT),

n
1Al = max > |a.
7j=1

1<i<n 4

|- |l1, |- ]2 bzw. || - ||o heiffen Spaltenbetragssummennorm, Spektralnorm bzw.
Zeilenbetragssummennorm der Matriz A.

Bemerkung 16.1. Fiir alle Matriznormen gilt

Il _

xeR”\{0} ||X|| B

1T = L.

Wir werden in den folgenden Abschnitten hdufig von Vektor- bzw. Matrixnormen
Gebrauch machen und bezeichnen diese einfachheitshalber mit || - ||, falls eine Aussage
fiir alle Vektor- bzw. Matrixnormen gilt.
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16.2 Fehlerrechnung

Eine Zahl a € R ist in einem Computer i.a. in der FlieBkommadarstellung
a=M-10% |M|<1, Fe€Z

gespeichert. M heiffit Mantisse und £ Exponent. Natiirlich stehen fiir deren Dar-
stellung nur endlich viele Stellen m bzw. e zur Verfiigung. Nehmen wir m = 4 und
e = 2 an, so ergibt sich fiir a = 2/3 = 0.6 die (gerundete) Maschinenzahl

a = 0.6667 - 10°.
Dies ergibt einen Fehler von

|a — a| = |0.6667 - 10° — 0.6] = 0.00003.
Fiir jede beliebige Zahl

la] € [a, @] U0 = [0.1000 - 107?,0.9999 - 10" U 0
ist dieser Fehler nach oben beschrankt durch

|a—a] <0.5-107° =: eps.

Die Zahl eps nennt man Maschinengenauigkeit. Beim heute iiblichen IEEE-Standard
wird in Computern eine Zahl in Bindrdarstellung, das heifit zur Basis 2, dargestellt

a=M-2¥ |M|<1, EcZ

mit m = 52 und e = 12. Unter Beachtung der Vorzeichenbits von m und e folgt
hieraus die Maschinengenauigkeit

eps = 0.5 - 27°1 = 2.220446049250313¢ — 16 ~ 10~ *°
und
[Q, a] — [271022, 21024 _ 1].
Fehler in der numerischen Losung entstehen aber auch durch verfialschte Eingabedaten

oder Verfahrensfehler. Ist a eine Approximation von a, dann ist mit Aa = a — a der
absolute Fehler gegeben durch

€abs = |Aal.

Beim relativen Fehler hingegen wird auch die Gréfle von a beachtet

B |Aal

Grel - ‘ | .
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Eine einfache Abschéitzung fiir den relativen Fehler erhilt man wie folgt: hingt die
exakte Ausgansgrofle a stetig von den Eingangsdaten x ab, bedeutet dies
a = p(z).

Die gestorte Losung a resultiert aus gestorten Eingangsdaten 2, das heifit

o(2).

Ist die Funktion ¢ stetig differenzierbar, so folgt aus der Taylor-Entwicklung im Punkt
x durch Vernachlassigung von Groflen hoherer Ordnung

a

ar~a+ (r—1)p(x).
Mit
Nr=x—17
folgt damit fiir den absoluten Fehler die Beziehung
€abs = |DNal| = |Ax||o'(2)]. (16.2)

Der Proportionalitéitsfaktor |¢(z)| mift die Empfindlichkeit mit der a auf Anderungen
von x reagiert. Sind z,y # 0, so folgt aus (I6.2) eine Fortpflanzungsformel fiir den
relativen Fehler

Aa "(x
— |le x||<P()|_

|al o ()]
Bemerkung 16.2. Dieses Ergebnis laf$t sich auch auf mehrdimensionale Problemstel-

lungen tibertragen. Sind die Eingangsdaten x bzw. X aus R™ und die Ausgangsdaten

a bzw. a aus R™, so ist @ eine vektorwertige Funktion in mehreren Verdnderlichen
p:R* = R™. Mit

(16.3)

Al‘l r1 — .i'l Aal a; — dl
AX = : = : Na = : =

Az, Ty — T ANay, A, — Qo

folgt die Beziehung

i 91 91
Na=| : |~ | : : L =l (x)Ax.
dom Oom
_Aam el Ax,

FEs gilt fiir den absoluten Fehler analog zu (1G.2l)
€abs = [[ Al = [l¢"(x) Ax]|
und fiir den relativen Fehler analog zu (I6.3])

o dall _flAal e (x) Ax|
rel — - ~
all all o)
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Definition 16.3 (Kondition, Stabilitét, Konvergenz).

1. Ein Problem ist gut konditioniert, wenn kleine Fehler in den Eingabedaten die
Genauigkeit der Losung nur unwesentlich beeintrdchtigen.

2. Ein Verfahren ist stabil, wenn kleine Fehler in den Eingabedaten nur kleine
Fehler in den Ausgabedaten nach sich ziehen.

3. Sei (ap)nen eine Folge mit

lim = a.

n—o0

Konvergenz der Ordnung p > 1 liegt vor, falls ein ¢ > 0 existiert, so daf8 fiir
hinreichend grofies Ny € N gilt

lani1 —al < cla, —al’  fir alle n > Ny.

Im Falle p =1 muf$ zusdtzlich ¢ < 1 gelten; wir sprechen dann auch von linearer
Konvergenz.

Beispiel 16.1 (Kondition einer Matrix). Wir betrachten das (nichtsinguldre) lineare
Gleichungssystem

Ax=b, AcR™ xbecR"

und wollen untersuchen, wie sich eine Storung der rechten Seite b auf die Losung x
auswirkt. Gehort zur gestorten rechten Seite b + Ab die Losung x + Ax

Ax+ Ax =b+ Ab,

so folgt aus AAx = Ab die Beziehung
Ax=A"1Ab

und die Abschditzung
|Ax] = [A7 [ Ab].

Fiir den relativen Fehler ||Az||/||x]| folgt wegen ||b]] = [[Ax| < ||A|l|lx]|| die (i.a.
schlechte) Abschditzung
| Ax]] A1 1Abll _ |Ab]|
= [|AAT S5 = cond(A) T
Il bl bl

Dabei bezeichnet cond(A) = ||A||[|[A™Y| die Kondition einer Matriz. Aus ||I|| = 1
und der Submultiplikativitat (I61)) der Matriznorm folgt sofort

1= 1] < [AATY| < [[A[IJA™Y]| = cond(A),
das heifit fir alle A gilt cond(A) > 1

Bemerkung 16.3. Man beachte, die Kondition ist eine Figenschaft des Problems,
die Stabilitdt ist eine Eigenschaft des Verfahrens.
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16.3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Es sei fiir t € I = [ty, T| das Anfangswertproblem

y'(t) = f(ty), wylto) =y €R

gegeben, wobei f(t,y) € C°(I x R,R) einer Lipschitz-Bedingung in y mit Lipschitz-
Konstante L geniige. Wir bestimmen eine N&herungslosung

an diskreten Stellen t; € I,i=0,1,...,n mit

n—1

tiy1 =t + hy, th‘ZT—to-

i=0
Die h; > 0 heiflen Schrittweiten und wir setzen allgemein

h= max h;.
i=0,...;n—1

Die Menge aller Punkte ¢;
mn={t;i:1=0,1,...,n}

heifit das Gitter iiber dem Intervall [a, b]. Ein Gitter heifit Aquidistant, falls
hi=hiy, i=0,1....n—1.

Die einfachste Néherung entsteht, indem wir den Differentialgradienten durch einen
Differenzenquotienten ersetzen wie folgt

tiv1) —y(ti)  Yir1 — i
/ 1) A y( +1 _
y'(t) n n

(rechtsseitiger Differenzenquotient) oder

y(ti) — y(ti-a _ Y~ Y
hi—1 hi—1

Y'(t;) =

(linksseitiger Differenzenquotient).

Im ersten Fall ergibt sich das explizite Euler-Verfahren

Yi+1 — Yi
—_— = ti, i
3 f(ti, vi)
bzw.

Yirr =i + hif(ti, vi)-
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Im zweiten Fall erhalten wir das implizite Euler-Verfahren

Yi+1 — Yi
+T = f(tit1, Yi+1)
bzw.

Vi1 = Yi + hif (tis1, Yitr),

bei dem die Unbekannte y; 1 auch zur Auswertung von f benétigt wird. Ein Pseudo-
code des expliziten Euler-Verfahrens 148t sich wie folgt formulieren:

Yo = y(to) (Anfangswert)
for i :=1to N do

Yi = Yi—1 + hic1 f(tim1, Y1)
end

Bemerkung 16.4. Da bei impliziten Verfahren die zu berechnende Unbekannte y; 4
auch in der rechten Seite vorkommt, ist der Pseudocode eines solchen Verfahrens nicht
so einfach aufgebaut wie der des expliziten Fuler-Verfahrens bzw. des unten folgen-
den allgemeinen Algorithmus eines expliziten Verfahrens. Vielmehr fihren implizite
Verfahren auf grofie lineare Gleichungssysteme, die numerisch zu ldsen sind, verglei-
che Abschnitt 16.6. Wir werden uns daher im weiteren nur mit expliziten Verfahren
beschdftigen.

Das explizite als auch das implizite Verfahren sind Einschrittverfahren, da sich y;
nur aus y; berechnet. Allgemein sind solche Verfahren beschrieben durch

Yir1 = Yi + hifn(ti, vi).

fn(t,y) heifit Verfahrensfunktion. Wir wollen nun den Verfahrensfehler im Punkt
t; untersuchen: Hierzu bezeichne y die exakte Losung zur Anfangsbedingung y(t;) = v;
und y;, die aus dem Verfahren gewonnene Néherungslosung. Es gilt

Y(tiv1) = y(i) + hifu(ti, yi) + himn(@i, yi) (16.4)

mit der Fehlerfunktion 73,(z;,v;). Ist y € C?*(I) kénnen wir die Taylor-Entwicklung
von y im Punkt ¢; bestimmen

b+ ) = (8 + (00 + ()
=yt + Bt u(t) + o (6), o)
Fiir das explizite Euler-Verfahren gilt
fh(xiayi) = f(%‘, yz‘),
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womit in (I6.4) folgt

hi "

Th(ti Yi) = 5 Y (€).

Fiir jedes h ist demnach an einer beliebigen Stelle ¢t € I der Verfahrensfehler gegeben
durch

(t,y(t)) = O(h).
Ein solches Verfahren nennt man Verfahren 1. Ordnung. Ein Verfahren 2. Ordnung

ist zum Beispiel das modifizierte Euler-Verfahren (Collatz 1960)

h; h;
Yirr = Yi + hif (t; + 57% + 5][(?5@'7%)),

denn falls y € C3(I) gilt fiir dieses Verfahren
Th(t,y(t)) = O(h?).

Verfahren héherer Ordnung gewinnt man allgemein durch den Ansatz

m 7j—1
Yitr1 = Yi + Iy Zajkja ki = f(t: + Bihi, yi + hi Z’Yj,lkl)a meN.  (16.5)
j=1 =1

Die Verfahrensfunktion eines solchen Verfahrens (I6.5]) ist gegeben durch

m

fulty) = aiki(t, h,m).

i=1

Hierbei sind «;, 8;,7;; € R so zu wéhlen, dafl ein Verfahren moglichst hoher Ordnung
entsteht.

Beispiel 16.2 (Verfahren von Heun). Beim Verfahren von Heun (1900) ist

1
Yit1 = Yi + §(k1 + ko)
mit

kl = f(tzayz)a
ko = f(ti + hi, yi + hiky).

Fiir den Verfahrensfehler gilt
Th(t7y(t)) = O(hQ)a

das heifst, dieses Verfahren ist ein Verfahren 2. Ordnung.
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Beispiel 16.3 (Verfahren von Runge-Kutta). Das Verfahren von Runge-Kutta (1895)
st gegeben durch

1
Yir1 = Y + é(lﬁ + 2ko + 2ks + ky)

mit
k= f(ti vi),
ky = f(ti + %y + %kl),
ks = f(t; + %7%’ + %7@)7

ky = f(ti + hj, yi + hiks).

Es ist ein Verfahren 4. Ordnung.

Der Pseudocode eines allgemeinen Einschrittverfahrens der Form (I6.5]) ist nachfol-
gend angegeben.

Yo = y(to) (Anfangswert)
for i :=1to N do

Yit1 = Y
for j:=1tom do
6:=0
for [:=1toj—1do
0 := 0+ .k
end

kj = f(ti+ Bjh;,0)
Yit1 = Yir1 + hiojk;
end

end

16.4 Numerische Losung nichtlinearer Gleichungen
Sei

f:DeR"—R".
Gesucht ist die Nullstelle x* von f

f(x*) = 0.
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Umformulieren liefert die Fixpunktgleichung
F(x*) := x* + G(x")f(x") = x*,  det G(x*) # 0. (16.6)
x* heifit Fixpunkt von F. Wahlen wir einen geeigneten Startwert x, und iterieren
Xnt1 = F(xn),
so stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen die Konvergenz
X, — X"
folgt.
Satz 16.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Ist F' eine Selbstabbildung
F:D—DcCR",
die fiir alle x,y € D der Kontraktionsbedingung
IF(x) - Fy)| < Lix—yl, L<1
geniigt, so konvergiert fir alle xo € D die Iterationsfolge (x,,) mit
Xpi1 = F(x,)
gegen den eindeutigen Fixpunkt
x* € D.
Ferner gelten die Abschdtzungen

1" = 3| < L = xa],

n

1-L

[x* — x| < [|x1 — Xo|.

Beweis. Aus der Kontraktionsbedingung ergibt sich

[%n+1 — Xul| = [F(x,) — F(x01)||
< LHXn - Xn—1||
< L"[|x1 — xo|

und daraus fiir m > n

1%m — Xull < [1%m — X |l + [ Xmo1 = Xl + -+ [[Xng1 — Xa|
< (L™ L™+ L)% — x|
= LML L L)% — x|
1_ Lm_n
= ﬁLnHXl - XOH
Ln
<
~1-1L

%1 — Xo|.

179



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

Beim Grenziibergang n — oo gilt

li L
11m
n—oo 1 — L

=0,

das heifit, die Folge (x,,) ist eine Cauchy-Folge und bestizt damit einen eindeutigen
Grenzwert x* = F(x*). Fiir diesen folgt

5" = xall = [F(x*) = F(x )| < Llx* = x01]
und weiter
n
I = xall = T e — x| < —— %1 = o]l

Bemerkung 16.5. Wegen
X" = x| < LfIx* = xp 1|

1st die Konvergenzordung linear.

Beispiel 16.4 (Picard-Iteration). Wihlen wir in (16.6)
F(z) =x —f(x)

so erhalten wir die Picard-Iteration
Xpi1 = X, — f(x5,).

Beispiel 16.5 (Newton-Verfahren). Beim Newton-Verfahren ist
F(x) =x — f'(x) 'f(x),

das heifst
Xpp1 = Xp — (%) 7 (x5).

Beispiel 16.6 (Vereinfachtes Newton-Verfahren). Es sei mit z eine Niherung an x*
gegeben. Beim vereinfachten Newton-Verfahren ist

F(x) =x—f'(z) 'f(x),
das heifst

Xpp1 = X, — £(2) ().
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Uber die Konvergenzordnung der beiden letztgenannten Verfahren gibt der nichste
Satz Auskunft.

Satz 16.3. Sei D € R" offen, f € C*(D,R") und x* eine einfache Nullstelle mit
det f'(x*) # 0

Ferner existiere eine Umgebung B, (x*) € D und Konstanten L und M mit LMr < 1,
so daf$ fir alle x,y € B,(x*) gilt

I'G) — £l < Llix —yll, 1) < M.

Dann konvergiert fiir jeden Startwert xg € B,.(x*) das vereinfachte Newton-Verfahren
fir z € B.(x*) linear (p = 1) und das (normale) Newton-Verfahren quadratisch (p =
2) gegen x*.

Das Newton-Verfahren konvergiert “sehr gut” (quadratisch), falls ein geeigneter Start-
wert verwendet wird. Bei ungiinstiger Wahl des Startwertes konvergiert im allgemeinen
das Verfahren nicht. Vielfach hilft dann das folgende Verfahren weiter, das aber etwas
aufwendiger ist.

Beispiel 16.7 (geddmpftes Newton-Verfahren). Ziel des gedimpften Newton-Verfahrens
ist es, einen maglichst grofsen Konvergenzbereich zu erhalten. Im n + 1-Schritt setzen
wir

d, = f'(x,)
und bestimmen

d = min ||f(x, — 27%d,,)|.

y€No

Die neue Iterierte X, 1 ist dann gegeben durch

Xpi1 = Xp — 27kd.

16.5 Methoden der nichtlinearen Optimierung

Sei f € CY(D,R) mit D = R". Gesucht sei ein lokales Minimum x* von f
x*€D: f(x*)=min.

Um diese Aufgabe zu l6sen, berechnen wir ausgehend von einer Startndherung xo € D
die Iterationsfolge

Xn+1 = Xp — hndn
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mit der Suchrichtung d,, und der Schrittweite h,,. Wahlt man dabei

d, = f'(x,)" = grad f(x,)

ergibt sich das Gradientenverfahren. Die Schrittweite wird dabei so bestimmt, daf3
sie das nun linearisierte Problem zumindest approximativ 16st

f(Xpa1) = mhin f(x, — hdy).
Zum Beipiel kann h,, analog zum geddmften Newton-Verfahren 16.7 bestimmt werden

k=

d, = f'(x,)

Xpi1 =X, —d,

while f(x,;1) > f(x,) do
k=k+1
Xpi1 1= X, — 27kd,,

end

Direkt einzusehen ist, dal das Gradientenverfahren linear konvergiert.

Falls f € C?(R", R) suchen wir die stationiiren Punkte f'(x*)? = 0 mit dem Newton-
Verfahren 16.5. Dazu sei

82
&cixj

HO0 = 760 = | 57— /)

1<ij<n

die Hesse-Matrix von f an der Stelle x. Die Iterationsfolge lautet damit
Xn+1 = Xp — dna dn = H_l(Xn)f,(Xn)T'

Wie im letzten Abschnitt angemerkt wurde, konvergiert das Newton-Verfahren qua-
dratisch. Die Ableitung f’(x,) 148t sich auch approximativ anwenden.

16.6 Losung linearer Gleichungssysteme

Viele Anwendungen der numerischen Mathematik fithren auf ein lineares Gleichungs-
system

Ax=b, AceR"™" xbeR"
fiir die gesuchte Losung x.

182



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

16.6.1 Direkte Methoden

In diesem Abschnitt werden direkte Methoden zur Losung von linearen Gleichungssys-
temen dargestellt. Im Gegensatz zu den iterativen Methoden, liefern die hier bespro-
chenen Verfahren die Losung in endlich vielen Schritten, rundungsfehlerfreie Rechnung
vorausgesetzt. Zunéchst betrachten wir den Gauf-Algorithmus, von dem wir eine mo-
difizierte Variante, das sogenannte GauB-Jordan-Verfahren, schon in Mathematik I
(lineare Algebra) kennengelernt haben.

Im i-ten Teilschritt (1 <i < n—1) des GauB-Algorithmus wird wie folgt vorgegangen:
Man berechnet die Faktoren ayz / agll) und addiert die damit multiplizierten Eintrége

der i-ten Zeile der erweiterten Matrix [A®¥[b®] zu den Zeilen i 4+ 1,7 +2,..., n:

* * * * *
* * * *
x oo * * @ ) D)
a(z‘ a(z‘ b(i) %t %o _ ni
| B0 T T o
a(t) a(t) b(l)
W RO
7 7 ]
iy i+2,n biio
7 7 7
_ &l 8
A® b

Der obige Eliminationsschritt lautet in Matrixnotation
L® [ A ‘ b® ] — [ A+1) ‘ bli+1) ]

mit

1
L(Z) = afgfr)l,i

O)
a’i,li

1

X0
o0

st .

1
Spalte ¢

—_
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Mit A® = A ergibt sich rekursiv

LoD LO[A|b]=[R|c]=

0 * | %
und insbesondere gilt L~V ... LO A = R bzw. die LR—Zerlegung

LOT LT R — AL (16.7)

=: L

Durch Nachrechnen erhilt man

1
1
ST
oD
) (2)
asq as o
L=|"0 ©®

aa as 2

1) L@ Q=1

an,l an,2 n,n—1 1
RO .
1,1 2,2 n—1,n—1

Definition 16.4 (Dreiecksmatrix). Eine Matriz der Form

i1 Ti2 T3 --- Tin

0 To2 T23 ... Tan

R = 0 0 33 ... T3n
0 0 ... 0 7

heifst eine obere Dreiecksmatrix. Entsprechend gibt es auch untere Dreiecksma-
trizen L = (I, j)1<; j<n. Sie sind dadurch gekennzeichnet sind, daf die Transponierte
L” eine obere Dreiecksmatriz ist.

Somit ist durch dei Beziehung (I6.7) eine Zerlegung von A in eine untere Dreiecks-
matrix L und eine obere Dreiecksmatrix R gegeben. Man kann also die Lésung des
Gleichungssystems Ax = b wie folgt berechnen:

1. Zerlege A = LR mit Hilfe des Gauf}-Algorithmus.
2. Lose Ax = LRx in zwei Schritten:
(a) Lose Ly = b durch Vorwértssubstitution.
(b) Lose Rx =y durch Riickwirtssubstitution.
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Hierbei versteht man unter Vorwartssubstitution

1

S
yl l171 17
1
Yo = Z_(b2 —l21%1),
2.2

1
Yz = l—(bzs —l31y1 — l3.292),
3.3

n—1
1
Y zn,n< Zk:l Yk

und unter Riickwartssubstitution

1
Ty = Yn,
Tnn
1
Tp—1 = (ynfl - Tnfl,nxn%
Tnfl,nfl
1
Tp—2 = (yn—Z —Tn—2n—-1Tp—-1 — Tn—2,nl‘n)>
Tn—2,n—2

1 n
Ty = —<y1 - Zﬁ,kxk)-
k=2

T11

Beispiel 16.8 (LR-Zerlegung).

1 4 71 -2 -3 1 4 7 1 4 7
A=12 5 8| — |0 -3 6| -2 — |0 -3 -6,
369 0 —6_—11|— 0 0 1
1 4 7 1 0°0
das heifft: R= |0 -3 —6|, L=1[2 1 0
0 0 1 321

Ist A symmetrisch und positiv definit, so kann die Matrix A mit Hilfe der Cholesky-
Zerlegung zerlegt werden:

A =LLT

mit der unteren Dreiecksmatrix L = (I; ;)1<; j<n. Sie ist definiert durch

j—1 Jj—1
1 . .
lj,] = a’j,j — Z ljz,k’ l%] = l_ (am — Zl@kljk), ¥ + 1 S 1 S n.
k=1 JJ k=1
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Die Losung des Gleichungssystems
Ax=Db

erfolgt dann wieder in zwei Schritten
Ly =b, Lix=y.

Das Cholesky-Verfahren benétigt jedoch den halben Rechenaufwand wie das GauB-
Verfahren.

Beispiel 16.9 (Cholesky-Zerlegung).

1 2 1 100 1 21
A=|25 2|, L=|2 10|, LT=1{01 0
1 2 10 103 00 3
Lhi=V1=1, l3;=1/1=1,
l271:2/1:2a l3,2:(2_2)/1:0a

lo=vV5—4=1, lss = /10— 1 = 3.

16.6.2 Iterative Methoden

Viele praktische Probleme fithren zu der Aufgabe, sehr grofle lineare Gleichungssyte-
me Ax = b zu l6sen, bei denen gliicklicherweise die Matrix A nur schwach besetzt
ist, das heifft, nur wenige Eintrage von A sind ungleich 0. Solche Gleichungssyteme
entstehen beispielsweise bei der Anwendung impliziter Verfahren zur ndherungsweisen
Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen, vergleiche Abschnitt 16.3. Direkte
Methoden kénnen hier nicht ohne weiteres eingesetzt werden, weil sie ohne besondere
Mafinahmen gewohnlich zu mehr oder weniger vollbesetzten Zwischenmatrizen fiithren
und deshalb die Zahl der zur Losung erforderlichen Rechenoperationen auch fiir die
heutigen Rechner zu grofl wird, abgesehen davon, dafl die Zwischenmatrizen nicht
mehr in die iiblicherweise verfiigharen Maschinenspeicher passen.

Aus diesen Griinden hat man schon friih Iterationsverfahren zur Losung solcher Glei-
chungssyteme herangezogen. Bei diesen Verfahren wird ausgehend von einem Start-
vektor x(© eine Folge von Vektoren

D x@

x© _, x(
erzeugt, die gegen die Losung x konvergiert. Allen Verfahren ist gemeinsam, dafl der
einzelne Iterationsschritt x® — x(+1) einen Rechenaufwand erfordert, der vergleich-
bar ist mit der Multiplikation von A mit einem Vektor, das heifit einen sehr geringen
Aufwand, wenn A schwachbesetzt ist.
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Zur Gewinnung von Iterationsverfahren fiihren wir folgende Standartzerlegung fiir A
ein:

A=D-U-L

mit der Diagonalmatrix

ai 0 0
D= 0 99
: -0
0 ... 0 au,

und den oberen und unteren Dreiecksmatrizen

[0 a2 a3z ... Q1 0 0 0 e 0

0 0 ao3 Qon, 921 0 0 0
U=10 0 0 . s L= as; ase 0 :
: Ap—1,n . 0

_O 0 e 0 0 | | Anl Qp2 ... Ap—1n O_

Beispiel 16.10 (Gesamtschrittverfahren oder Jacobi-Verfahren). Im Gesamtschritt-
verfahren oder Jacobi-Verfahren wird die Iteration

x) =D L+ U)x? + D 'b (16.8)
betrachtet. Man erhdlt so die Iterationsvorschrift

A 1 A
20D = _<bj _ Zajkx,ﬁf)), j=1,2,....n, i=0,1,.... (16.9)

a ..
7 ki

Die komponentenweise Darstellung (I6.9) des Gesamtschrittverfahrens legt nahe, bei
der iterativen Berechnung der Komponente x§z+1) des Vektors x*t1 die bereits be-

stimmten Komponenten x§i+1), xé”l), e ,xﬁ»ijll) in die rechte Seite der Gleichung ein-

zusetzen. Hierdurch erhalten wir

Beispiel 16.11 (Einzelschrittverfahren oder GaufB-Seidel-Verfahren). Das Einzel-
schrittverfahren oder Gauf-Seidel-Verfahren ist durch

x*) = (D - L)"'Ux® + (D -L) 'b (16.10)

gegeben. Die Iterationsvorschrift lautet

i 1 i i 4 .
x§-+1) = —<bj—2ajkx,(€+l) —Zajkxgﬁ)), 7=12,...,n, 1=0,1,....

a.,
13 k<j k>j
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Aus dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt sofort, dafi das Gesamtschrittverfahren fiir
beliebiges x(© gegen die Losung des Gleichungssystems Ax = b konvergiert, falls fiir
die Tterationsmatrix D™!(L + U) aus (I6.8) mit einer beliebigen Matrixnorm gilt

IDYL+U)| < 1.
Fiir das Einzelschrittverfahren gilt die gleiche Aussage, das heifit das Verfahren ist

konvergent, falls die Iterationsmatrix (D — L)~'U aus (I6.10) fiir eine beliebige Ma-
trixnorm

ID-L)"'U| <1

erfiillt. Eine hinreichende Bedingung hierfiir liefert der

Satz 16.4. 1. Starkes Zeilensummenkriterium: Sowohl das Gesamtschrittver-
fahren als auch das Finzelschrittverfahren sind konvergent fiir alle Matrizen A
mat

|aii‘>Z|aij| fir  i=1,2,...,n.

i#]

it. Starkes Spaltensummenkriterium: Beide Verfahren konvergieren ebenfalls
fiir alle Matrizen A mit

|ajj| >Z‘aij| f’lﬂ“ j:1,2,...,n.
i#]j

Da beide Verfahren um so besser konvergieren, je kleiner die Norm der Iterationsma-
trix ist, kann man bei diesen Verfahren durch die Einfithrung eines Relaxationspa-
rameters w versuchen, die Konvergenz zu beschleunigen. Wir erhalten damit

Beispiel 16.12. 1. Relazation beim Gesamtschrittverfahren (JOR-Verfahren):
Das Gesamtschrittverfahren mit Relaxationsparameter w ist durch

x(+D) = xO _ D 1(AxY — b)
gegeben.

2. Relazation beim Einzelschrittverfahren (SOR~Verfahren): Relazation beim Ein-
zelschrittverfahren fiihrt auf die Iterationsvorschrift

1

. ) -1 .
x(+D = x(® _ (—D - L) (Ax) —b).
w
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16.7 Numerische Integration

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 10.3) ldsst sich das
bestimmte Integral durch

[ f@)de = F)l:= P) - Fla)

berechnen, wenn F'(x) die Stammfunktion von f(x) ist. Oft ist aber die Bestimmung
der Stammfunktion schwierig oder unméglich. Auch ist es moglich, dass der Inte-
grand f(z) nur an gewissen Stellen bekannt ist (z.B. aus Messwerten). Daher werden
Néaherungsformeln zur Berechnung des bestimmten Integrals benétigt.

Ein Ausgangspunkt fiir die Aufstellung von Néherungsformeln ist die Interpolati-
on der zu integrierenden Funktion. Ersetzt man f(z) durch die Konstante f(%f?)
(Funktionswert in der Intervallmitte), durch die Gerade durch f(a) und f(b) (linea-
re Interpolation) bzw. durch die Parabel durch f(a), f(“*)und f(b) (quadratische
Interpolation) und integriert das jeweilige Interpolationspolynom, so erhilt man die
Quadraturformeln

b
/f(x) dz =~ f(a ;_ b) (b—a) Rechteckregel (Rechteckfliche),
b
/f(x) dz ~ (f(a) + f(b)) (b ; %) Trapezregel (Trapezfliche) bzw.
a+b (b—a)

)+ f(b))

Simpsonregel (Fldche unter Parabel).

2

[ e = (1@ +as -

Das Ergebnis lisst sich verfeinern, wenn man das Intervall (a,b) vor der ,,Quadratur*
durcha =2y < 21 < 13 < --- < x, = bmit x;—x;_1 = h in n gleichlange Teilintervalle
der Lange h zerlegt. Wegen

/b f<x>dx=§; / Fla)d

ergeben sich die Formeln

b n
/ f(z)dx =~ Z f (xlle) h verallgemeinerte Rechteckregel,
i=1

a

189



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

b

/ f(z)do

a

/bf(x) dz

a

n

Q

n—1
<f(x0) +2 Z f(z;) + f(xn)> g verallgemeinerte Trapezregel,
i=1

i=1

3

Q

<f(330) +22f($i)+42f(%1Tm)+f(xn)) %

verallgemeinerte Simpsonregel

i=1

Besonders gute Ndherungen mit relativ wenigen Funktionswerten der zu integrieren-
den Funktion erzielt man haufig mit der Gauflquadratur. Dabei werden in

/b Fla) da ~ Zzn;cifm)

insgesamt 2n Parameter (n Koeffizienten ¢; und n ,,Stiitzstellen®) so bestimmt, dass
Polynome 2n—1-ten Grades (haben 2n Koeffizienten) exakt integriert werden.

Ist z.B. aus einer Formelsammlung eine Quadraturformel fiir das Intervall [a,b] be-

kannt, die Integration aber iiber dem Intervall [¢,d] auszufithren, so kann man die

C(x—a)+c zu x € [a,b] substituieren
a

Integrationsvariable ¢ € [ ¢, d ] mittels ¢ = 7 —

und anschlieBend die Quadraturformel verwenden.

16.8 Aufgaben

16.1. Zur numerischen Losung der Gleichung x = arccos x wird auf dem Taschenrech-
ner ausgehend vom Startwert 0.7
(I) fortlaufend die arccos—Taste bzw.

(IT) fortlaufend die cos-Taste

gedriickt.

a) Wieso konvergiert das eine Verfahren und das andere nicht?

b) Berechnen Sie mit dem konvergenten Verfahren die Losung auf 4 Stellen nach
dem Komma! Wie viele Iterationsschritte sind erforderlich?

c) Geben Sie ein schnelleres Iterationsverfahren an! Wie viele Iterationsschritte
sind bei diesem erforderlich?

16.2. Die Gleichung f(z) = x —sinx — 0.25 = 0 soll numerisch gelost werden.

a) Zeigen Sie, dass die bei der Picarditeration verwendete Funktion F(x) =
x — f(x) iber dem Intervall [1.1,1.3] eine Selbstabbildung ist, die der Kon-
traktionsbedingung gentigt!
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16.3.

16.4.

16.5.

16.6

16.7.

16.8.

b) Losen Sie die Gleichung durch Picarditeration ausgehend vom Startwert xy =
1.2
c) Losen Sie die Gleichung mit dem Newtonverfahren ausgehend vom Startwert

Die Gleichung e* = 3x soll numerisch gelost werden.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion F(z) = % tiber dem Intervall [0.5,0.7] eine
Selbstabbildung ist, die der Kontraktionsbedingung geniigt!

b) Ermitteln Sie durch Picarditeration mit F'(z) ausgehend vom Startwert zo =
0.6 die Losung auf 4 Stellen nach dem Komma genau! Welcher Aufwand ist
erforderlich?

c) Geben Sie ein schnelleres Iterationsverfahren an! Wie viele Iterationsschritte
sind bei diesem beim Startwert o = 0.6 fiir eine Genauigkeit von 4 Stellen
nach dem Komma erforderlich?

d) Warum funktioniert eine Picarditeration mit F'(z) = In 3z nicht?

Die Gleichung 2% — 322 + 22 + 3 = 0 soll nitherungsweise gelost werden. Wenden
Sie auf die Gleichung

a) das Newtonverfahren mit dem Startwert zo = 1,

b) das Newtonverfahren mit dem Startwert zy = 0,

¢) die Intervallhalbierungsmethode fiir das Intervall [—1, 1] an!

Als Rendite eines festverzinslichen Wertpapieres soll der fiktive effektive Jahres-
zinssatz fiir den Kaufwert bezeichnet werden, der sich ergibt, wenn man unter-
stellt, dass die vor der Endfélligkeit des Wertpapiers ausgezahlten Zinsen zum
Zinssatz der Rendite wiederangelegt werden konnen. Ermitteln Sie die Rendite
eines Papieres, das einen Kurswert von 105 % hat und mit 7 % p.a. vom Nenn-
wert verzinst wird, wenn die Restlaufzeit

a) genau 1 Jahr, b) genau 2 Jahre, ¢) genau 3 Jahre

betrégt! Dabei soll die Rendite in den Féllen a) und b) exakt, im Falle ¢) mit
dem Newtonverfahren bestimmt werden.

. Eine Anleihe mit einer Restlaufzeit von genau 9 Jahren und einem Kupon von

4 % p.a. wird zum Kurs von 91 % verkauft. Wie grof} ist die Rendite?

Zeigen Sie, dass man bei der Anwendung des Newtonverfahrens auf die Losung

a) einer linearen Gleichung,
b) eines eindeutig losbaren linearen Gleichungssystems

in einem Schritt unabhéngig von der Startndherung die exakte Losung erhélt!

Losen Sie das nichtlineare Gleichungssystem

293 — 22 —1=0
Py—x —4=0
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mit dem Newtonverfahren!

16.9. Losen Sie iterativ das nichtlineare Gleichungssystem — 2z°+ y°=3

2%+ 2y =3.05 !
16.10. Losen Sie das Gleichungssystem
—2y/x + 3y = 023
dx/xr — by = 0.824

2+ 622 + 5z = 14.091
mit dem Newtonverfahren und dem Startwert (xg, yo, 20) = (1,1,1) !

1 2 3 2

16.11. Losen Sie das Gleichungssystem | 2 20 26 | x=| 8 | mit dem Cholesky—
3 26 70 47

Verfahren!
1 010 1
.. . ) 01 21 1 )

16.12. Losen Sie das Gleichungssystem 1 29 4 X= . mit dem Cholesky—

01 4 3 5

Verfahren!

16.13. Gegeben sei das Gleichungssystem (_; _;l) X = (066).

a) Stellen Sie die Iterationsvorschriften des Gesamt- und des Einzelschrittver-
fahrens auf!
b) Priifen Sie die Konvergenz der Verfahren!

c) Fithren Sie je funf Iterationsschritte mit dem Startvektor xo = i) durch

und vergleichen Sie mit der exakten Losung des Gleichungssystems!

10 1 1 18
16.14. Gegeben sei das Gleichungssystem 2 10 1 |x=| 24
2 2 10 17

a) Stellen Sie die Iterationsvorschriften des Gesamt- und des Einzelschrittver-
fahrens auf!
b) Priifen Sie die Konvergenz der Verfahren!

1
c) Fiihren Sie je zwei Iterationsschritte mit dem Startvektor xo = [ 1 | durch
1
und vergleichen Sie mit der exakten Losung des Gleichungssystems!
8 0 1 11
16.15. Gegeben sei das Gleichungssystem 2 8 -1 |x=1| 15
11 8 27

a) Stellen Sie die Iterationsvorschriften des Gesamt- und des Einzelschrittver-
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fahrens auf!

b) Priifen Sie die Konvergenz der Verfahren!

c¢) Bestimmen Sie eine Startnidherung fiir die Iteration, indem Sie die Nichtdia-
gonalelemente vernachlissigen!

d) Fiihren Sie mit diesem Startvektor je zwei Iterationsschritte durch und ver-
gleichen Sie die Ergebnisse mit der exakten Losung des Gleichungssystems!

2 2
16.16. Ermitteln Sie ndherungsweise [ 2*dz und [ 2*dz mit

0 0
der Rechteckregel, der Trapezregel, der Simpsonregel sowie mit der Gaufiformel
mit 2 Stiitzstellen und der Gauformel mit 3 Stiitzstellen!
(Die GauBiformeln mit 2 und 3 Stiitzstellen lauten fiir das Intervall [—1, 1]:

1
Yo ~ f(——= —) = f(~o0. .
/ f(z)dz ~ f) £ \/5) F(—0.5773502692) + f(0.5773502692),

/_]i(x)dm% §f(—\/;)+§f(0)+gf(\/§) = %[5f(—0.7745966692)+8f(0)+5f(0.7745966692)].)

16.17. Ermitteln Sie einen Ndherungswert fiir die Zahl m durch Quadratur der Funk-

tion iiber dem Intervall von 0 bis 1 nach der verallgemeinerten Recht-

4
1+ 22
eckregel mit 2 und mit 5 Stiitzstellen sowie nach der Gaufformel mit 2 und mit
3 Stiitzstellen!

Kapitel 17
Integralrechnung in mehreren Verinderlichen

17.1 Integration im R"

Wir beschréanken uns im folgenden auf die Integration iiber hinreichend regulire Ge-
biete.

17.1.1 Normalbereiche

Wir beginnen mit dem zweidimensionalen Fall und definieren

Definition 17.1 (Normalbereich Typ I). Wir nennen B C R? einen Normalbereich
vom Typ I, falls a,b € R und Funktionen g,h € C* ([a,b];R) derart existieren, dass

B = {(x,y)T cR*:a<x<b glr)<y< h(x)}
qgilt.
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Definition 17.2 (Normalbereich Typ II). Wir nennen B C R? einen Normalbereich
vom Typ II, falls a,b € R und Funktionen g,h € C' ([a, b];R) derart existieren, dass

B={(z,y)" eR*:a<z<b g(y) <z<h(y}.
qilt

Definition 17.3 (Normalbereich). B C R? heisst Normalbereich, falls B Normalbe-
reich vom Typ I oder II ist.

Fiir n > 2 wird der Normalbereich iterativ definiert:

Definition 17.4 (Normalbereich). Fine abgeschlossene Menge B, C R™ heisst Nor-
malbereich falls es eine Umordnung der Koordinaten & = (I1,...,2,) € R" und
Funktionen g,h € C' (B,,_1;R) gibt, so dass

Bn = {Ii e R": CACn,1 = (i’l, e ,.fl'nfl) € anl, g(CACnfl) S .fl'n S h(ﬁknfl)}
gilt und B,_, C R*! ein Normalbereich in R™1 ist.
Definition 17.5 (Integrationsgebiet). G heisst requlires Integrationsgebiet (oder In-

tegrationsbereich), falls G (= kleinste abgeschlossene Menge, die G enthiilt) die Ver-
einigung endlich vieler Normalbereiche ist.

17.1.2 Die Integration iiber Normalbereiche und regulire In-
tegrationsgebiete

Zweidimensionaler Fall
Definition 17.6 (Integral iiber Normalbereich vom Typ I). Sei B C R? ein Nor-

malbereich vom Typ I und f € C°(B), dann ist das Integral von f iiber B erklirt
durch

J[ stwvdray:- / h/@f(wdy dz.

a (z)

Falls B ein Normalbereich vom Typ II ist, lautet das Integral
b [ h(y)
// [, y)dedy = / / [l y)de | dy.
B a  \g(y)
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Definition 17.7 (Integral iiber ein reguldres Integrationsgebiet).
Sei G = By U...U B, ein requlires Integrationsgebiet, dann ist das Integral iiber G
definiert durch

J[ sty = ij//ﬂx,y) dr dy.

1
Beispiel 17.1. B C R? sei umrandet durch die drei Kurven y = x, y = —(z > 0),
T

2
y = 2; und es sei f(x,y) = y_2
x

2
Gesucht z'stF://f(x,y)dxdy://y—dedy.
x
B B

Zundchst wird B in Normalbereiche zerlegt:

1
a)B:{(:p,y)GR2:1§y§2,—§x§y}
Yy
b) B = B, UDB;
1 1
B, = {(x,y)6R2:§§x§1,—§y§2}
x
By = {(z,y) eR?*:1<r<2,x<y<2}

Im zweiten Schritt wird das Integral berechnet:

2y 9
a) I = //%dxdy
11
2’ _,
1777
SHER
T r=1
1 y
2
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1 22 2 22
b) 1:/ /%dy d:p+/ /%dy dz
1
’ 2

1
1 2 9
s 1 8 x
— L 24 Mg =2
/(3952 33:5) x+/<3x2 3) YT
1 1
2

Satz 17.1 (Fubini). Sei B = [a,b] X [c,d] und f € C°(B), dann gilt

d

J[ sy - / [ty | a

= [ | [sww|ay

Allgemeiner Fall

Definition 17.8. Sei B,, ein Normalbereich und f € C°(B,). Dann ist

h@n-1)
| fl®)dxy ... dx, = flxn_1,x,)dx,
Lo S,

und fir G =By U...U By

k
L;;’J/f(m)dxl...dxn :;ézj/(m)dxl...dxn.

Beispiele und Anwendungen

1. Flicheninhalt von G : (n =2) f(z,y)=1,F = [[dxdy
G

2. Volumen von G : (n > 3) f(a:):l,V:/.../dxl...dxn

———
G
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3. Gesamtmasse: G C R?; p: G — R*(Dichte); M = /// o(x)dxidradrs

1
4. Schwerpunkt: o = 1,2° = (a1, 23; 23); ] = v /// ridridrodrs, i =1,2,3

17.2 Transformationsformel

Definition 17.9. Seien B, D Normalbereiche in R". FEine bijektive (invertierbare)
Abbildung

H:D— BcR™ mit H ¢ C*(B;R"),

fir deren Jakobi-Determinante det H'(x) # 0 in jedem Punkt € B gilt, heifst eine
Koordinatentransformation.

Es gilt die folgende Verallgemeinerung der Substitutionssregel:

Satz 17.2. Sei H : D — B,u = H(x) eine Koordinatentransformation und f €
CY(B;R), dann gilt

//f )duy . . //f )) det H'(x)dx, . .. dx,

Beispiel 17.2 (Polarkoordinaten).

H(r,p) = (x> = (TCF’W) . (rp)€0,1] x [-m, 7] = D

7 sin @
B ={(x,y): 2" +y* < 1}
H - <cos<p —rsin go)

sing 7 Cos

= det H =r(cos’ o +sin®¢) =r

://fxydxdy_//f ©))rdrdp.

0 —m

Beispiel 17.3. Es soll das Integral [ e~ dx berechnet werden. Dafiir wird I(R) =

R R R R
e~ dx gesetzt. Dann gilt (I(R))* = fe*‘”defe*fdy = ffe*(ﬁ“ﬁ)dx dy.
0 0 00
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Wir ersetzen die rechteckige Fliche Og = {(z,y):0<z,y <R} durch den Kreis-
sektor Dp = {(x,y) : z,y > 0,2* + y* < R}.

I e~ @) dx dy und If e @+ dx dy haben fir R — oo den gleichen Grenzwert.
Dg O

R

O —wlx

R
Fiir das Integral iber Dg gilt [[ e @) dp dy = i e dr dp =7 (1 — e*R2>.
Dr 0

Folglich gilt I%im (I(R))* = %, daraus folgt schlieflich [ e dr = /7.

17.3 Eigenschaften eines mehrdimensionalen Inte-
grals

Satz 17.3 (Eigenschaften von Integralen). Seien B = By U By Normalbereiche, dann
gilt fiir f,g € C°(By):

1. Linearitét
é/(aﬂﬁg)(w)dwl . -dxnzaé/ f(x)dz, .. .dxn—kﬁé/g(m)dxl . dx,

2. Monotonie: f(x) < g(x) Ve € B

// f(x)dx; ... dx, < //g(m)dxl codxy,
B B
3. Additivitét

//f(zc)d:cl...dxn://f(w)dxl...dxn—i—//f(zc)dxl...dxn

Es gilt der folgende Mittelwertsatz:

Satz 17.4 (Mittelwertsatz). Sei B ein zusammenhdngender (abgeschlossener) Nor-
malbereich und f € C°(B;R), dann existiert zu f ein Punkt * € B mit

//f(a:)dxl...xn:f(m*)//dxl...xn.
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17.4 Integrale iiber gekriimmten Flichen im Raum

Wir betrachten im folgenden Abschnitt die Parameterdarstellung von Integralen tiber
gekriimmten Flachen im Raum.

Definition 17.10 (Parameterdarstellung eines reguliren Flichenstiicks).
Sei D C R? ein requlires Integrationsgebiet. Unter einer Parameterdarstellung eines
requldren Flichenstiicks verstehen wir eine Funktion

x:D— S, S = {z(u,v) €R®: (u,v)" € D} mit
1. x,(u,v) X &, (u,v) #0  fir alle (u,v) € D.
N
2. D=\ D;:x:D;— S ist injektiv.
i=1

Die Tangentialebene im Punkt xy = x(ug,vo) wird von den Vektoren x,(ug,vo) und
x,(ug, vo) aufgespannt:

T={peR’:p=uwmo+ Ie,(uo,vo) + pi,(uo, vo), \, t € R}.

%L (u,v) %1 (u, v)
Die Vektoren x,(u,v) = %(u,v) , Ty (U, v) = %(u,v) sind Tangentialvekto-
%4 u,0) .y
Ty X Ty . .
ren, n(ug, Vg) = Tyu(Ug, Vo) X 2y(ug, Vg) = = ist der Fldchennorma-

leneinheitsvektor. Fir das Flichenstiick AO gilt AO = |z, X x,|Aulv.

Beispiel 17.4 (Kugelsphére). (ohne Nord- und Sidpol)

rsin @ cos ¢
S=x(p,0)= | rsinfsing
r cos 6

mit0 <O <m, 0< ¢ <27
Beispiel 17.5 (Torus). :
(R4 rsiny) cos¢
2(p,0) = | (R+rsing)sing

7 COs Y

mit 0 < p, 1 <21
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Beispiel 17.6 (Helix).

T COS
x(r,p) = | rsiny
ayp

mit0<r <R, oo <¢ <

asin ¢
Hier ist x, X x, = | —acosp | und ||z, x x,| = vVa? +r?
r

Beispiel 17.7 (Graph einer Funktion (z,y) — g(z,y)).

T
S=qz= y |.(zy €D
9(z,y)
1 0 — Gy
z,=|0],z, = 1|,z xxy = | —9y
9z Gy 1

2 x 2| = /1497 +9;

Satz 17.5 (Oberfliche einer reguldren Parametrisierung). Die Oberfliche S einer
requldren Parametrisierung ist gegeben durch

0(S) = //|m X @y |du dv.
D

Bemerkung 17.1. Man beachte, dass die Oberfliche O(S) unabhingig von der je-
weiligen Parametrisierung ist.

Definition 17.11 (Oberfliichenintegral). Sei @ : D € R? — R? eine regulire Pa-
rameterdarstellung von S und f € C°(S;R), dann wird das Oberflichenintegral
definiert durch

//f("’) dO://f(w(uav)N%(u,v) X @y (u, v)|du dv.
s D

Falls sich S aus requldren Fldichenstiicken S; zusammensetzt, wird das Oberflichenin-
tegral tber S als Summe der Oberflichenintegrale tiber S; definiert.
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17.5 Oberflaichenintegrale und der Satz von Gauf

Wir betrachten ein Volumen V' als endliche Vereinigung von Normalbereichen, z.B.
Vi={z eR®: (z1,20)" € G, h(z1) < @3 < g(z1)}

(%1 (x17 T2, 33'3)
Sei v € CH(V;R3), d.h. v = | va(x1, 22, 23) | und sei OV der Rand von V.

’03(9517 T2, $3)

Wir definieren den Fluss von v durch die Oberflache 0V durch

//'v-ndO.
oV

Dabei ist n der duflere Normaleneinheitsvektor (Orientierung beachten).

Bemerkung 17.2. Ist O C 0V dargestellt durch die Parametrisierung

O ={z(r,s) eR’: (r,s)" € G},

dann gilt
ox Ox
dO_’EXQ drds.
, ox Oz
An der Stelle x = x(r,s) ist N(r,s) = o % 35 Normalenvektor und n(r,s) =
N(r,s)

Normaleneinheitsvektor. Damit wird

1IN (r, s)l

//'v -ndO = //'v(:z:(r, s))IN(r,s) dv ds.
o e

Es gilt nun der wichtige Integralsatz von Gauf:

Satz 17.6 (Satz von Gauf)). Unter den genannten Voraussetzungen gilt

a/v/v-ndO:/V//divvdV,

0 0 0
dabei ist dive = —1 + 22 4 55 gie Divergenz von v (vgl. Abschnitt 12.6).
891:1 8.1’2 8.1’3
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17.6 Das Kurvenintegral und der Satz von Stokes

Sei K eine aus endlich vielen Kurvenstiicken K;{x;(t) :t € I,},i = 1,..., N, beste-
hende , zusammenhéngende und geschlossene Kurve, die ein Flichestiick O berandet,
d.h. 90 = K. Ferner sei v € C'(D),0 C D, D ein Gebiet. Das Umlaufintegral

wird definiert durch

]{vdm —Z/ (x4t dwl (t) dt,

zll

x;
wobei E( ) der Tantentenvektor ist.

Es gilt nun der fundamentale Satz von Stokes:

Satz 17.7 (Satz von Stokes). Unter obigen Voraussetzungen gilt

]{’v-dm://rotv-ndO.
0 6)

Satz 17.8 (Greensche Formeln). Sei Au = divgradu der Laplaceoperator (s. Ab-
schnitt 12.6), f,g € C*(V, R). Dann gilt

// (fAg + grad f grad g) dV = / ferad gn dO,

// (fAg— gAf)dV = / (f grad g — g grad f) n dO.

17.7 Aufgaben
17.1.8ei G = {(v,y) € R*: 1 <2 < 2,0 <y < 2}. Berechnen Sie [[(z + y*) dzdy !
G

17.2. Berechnen Sie [ 2ydzdy, wobei G durch y=+/z, y=0 und x4y =2 begrenzt
G
sei!
17.3. Berechnen Sie / / L dD, wobei das Gebiet D durch y =22 und x=1? begrenzt
)

seil

17.4. G sei das Parallelogramm mit den Eckpunkten A(1,2), B(2,4), C(2,7) und
D(1,5). Stellen Sie das Integral [[ f(z,y)dzdy so dar, dass
G
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a) zundchst nach y bzw.
b) zunéchst nach z

integriert wird!

1 1
17.5. Stellen Sie das Integral [da [ f(z,y)dy so um, daB zundchst nach z und
0 _\ao—a?
dann nach y integriert wird!
17.6. Integrieren Sie f(z,y) = zy?
a) tiber dem Rechteck mit den Eckpunkten (—1, —2), (3, —2), (3,2) und (—1, 2),
b) iiber der von der Parabel y = z2, der Gerade x = 2 und der x—Achse be-
grenzten Fléche sowie
c) iiber der von der Parabel x = 32, der Gerade y = 2 und der y—Achse be-
grenzten Fliche!

17.7. Integrieren Sie f(z,y) = = +y* iiber dem Gebiet,

a) das von der Parabel 4z = y* und von der Gerade x = 4 begrenzt wird!
b) das von der Parabel 4x = y? und von der Gerade y = 2z — 12 begrenzt wird!

17.8. Integrieren Sie die Funktion /1 — (22+y?) tiber dem Einheitskreis, indem Sie
zunachst die kartesischen durch Polarkoordinaten substituieren!

17.9. Berechnen Sie [ sin /22 + y? dzdy, wobei G durch die Kreise z?+y?=m? und
G

22 +y?=4n? begrenzt sei (Ubergang zu Polarkoordinaten)!

17.10. Durch die Gleichung (2% + y2)2 = 22 — y? wird in kartesischen Koordinaten
eine ,,Lemniskate“ beschrieben.

a) Stellen Sie die Lemniskate durch eine Funktion r» = r(¢) in Polarkoordinaten
dar!
Hinweis: cos2¢ = cos? ¢ — sin? ¢

b) Skizzieren Sie die Lemniskate!

c) Berechnen Sie den Flécheninhalt der von der Lemniskate eingeschlossenen
Fléche!

1/2 /3

17.11. Berechnen Sie [ (f (f sin(z +y + z)dz) dy> dz !
0 \0 \0

[y

b

y = 0 begrenzten Fliche mit Hilfe eines Doppelintegrals und der Substitution

r=arcos®p, y=>brsin®p!

17.12. Berechnen Sie den Inhalt der von ¢/ =+ =1(a>0, b>0), z =0 und
a

17.13. Ermitteln Sie den Schwerpunkt der gleichméflig mit Masse belegten Fléche,
die von der Parabel y =12 und der Gerade y=4x begrenzt wird!

17.14. Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der von den Ebenen 2z =0 und y+z=2
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sowie vom parabolischen Zylinder y=2? begrenzt wird!

17.15. Ermitteln Sie die Masse des mit Masse der Dichte o(x,y,2) = = +y + 2
versehenen Einheitswiirfels {(z,y,2) € R*: 0 < 2,9,z <1} !

17.16. Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der bei der Rotation des Parabelstiicks
y =%, 0 <y <1 um die y-Achse entsteht!

17.17. Berechnen Sie die Oberfliche des Korpers, der bei der Rotation der Astroide
r=acos’tr, y=asin®t, 0 <t < m um die 2-Achse entsteht!

Kapitel 18
Klausuren

Bei allen Klausuren waren als Hilfsmittel beliebige schriftliche Unterlagen und nicht-
programmierbare Taschenrechner ohne Grafikdisplay zugelassen.

18.1 Mathematik I

18.1.1 Klausur Mathematik I vom 14. Februar 1997

Arbeitszeit: 120 Minuten
K1/1-1. (7 Punkte)

3|z — 2|
3x — 2

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen z, fiir die < =2 gilt!

K1/1-2. (12 Punkte)

Gegeben sei das Gleichungssystem 7 + 2x9 + 323+ 424 = 6
3l‘1 + 29 + 2l’4 =10
2l‘1 + 3l’2 + 5l’3+ Ty = 17
201 +4xe + 623+ A1y = 1
a) Losen Sie das Gleichungssystem im Spezialfall A = 10, 1 = 10 mit dem Gaufschen
Algorithmus!

b) Fiir welche Werte der Parameter A und p ist das Gleichungssystem eindeutig losbar,
mehrdeutig 16sbar bzw. unlésbar?
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K1/1-3. (12 Punkte)

0 —4
a) Zeigen Sie, dafl die Geraden x=| —1 |+s | 1 und x=| -1 |+¢[ 1
0 1 10 6

in einer Ebene liegen!
b) Geben Sie die Gleichung dieser Ebene in parameterfreier Form an!

¢) Ermitteln Sie den FuBpunkt des Lotes vom Punkt P (%, —5,8) auf diese Ebene
sowie den Abstand zwischen dem Punkt P und der Ebene!

K1/1-4. (12 Punkte)

Fiihren Sie fiir die Kurve 2% + zy + y*> = 6 die Hauptachsentransformation durch
und stellen Sie die Kurve im transformierten und im Ausgangskoordinatensystem
graphisch dar!

K1/1-5. (12 Punkte)

Ermitteln Sie fiir die Optimierungsaufgabe  3x; +3xy — 3 — max

T —|—2.I'2 — I3 = 3
— T2 +2?L’3 S 15
—5172 +3?L’3 S 12

551207 xQZOa 'I3ZO
die optimale Losung und den optimalen Zielfunktionswert!

K1/1-6. (5+5 Punkte)

In einem Betrieb werden aus Rohstoffen Ry, Ry und R3 mit gleichem Aufwand Erzeug-
nisse ) und FE, gefertigt, wobei pro Erzeugnis E; 2 Geldeinheiten und pro Erzeugnis
FE5 1 Geldeinheit Gewinn erwirtschaftet werden.

Fiir ein Erzeugnis E; werden 1 Einheit Ry, 2 Einheiten Ry und 3 Einheiten Rj
benotigt, wihrend pro Erzeugnis F, 3 Einheiten Ry, 3 Einheiten R, und 1 Einheit R3
bendtigt werden.

Stellen Sie das Modell fiir die Gewinnmaximierung auf, wenn 18 Einheiten R;, 21
Einheiten Ry und 21 Einheiten R3 zur Verfiigung stehen!

Zusatzaufgabe: Losen Sie die Optimierungsaufgabe!
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18.1.2 Klausur Mathematik I vom 5. August 1997

Arbeitszeit: 120 Minuten
K1/2-1. (7 Punkte)

2+ 3i 5+ 2i
Ermitteln Sie die komplexe Zahl z, die die Gleichung —; Ly + 11 ‘1 = —50 4 192
i
16st!

K1/2-2. (13 Punkte)

Gegeben sei das Gleichungssystem 7y — x5+ 2x3+ 24 = 10
2.%'1+ X9 + .’L’3+5.’L'4217
3x1 —3x9+ 2234+ 4= 8
2?[71"‘3?[72— ZL‘3+/\ZL‘4: 1%
a) Losen Sie das Gleichungssystem im Spezialfall A = —3, y = 5 mit dem Gaufschen
Algorithmus!

b) Fiir welche Werte der Parameter A und p ist das Gleichungssystem eindeutig losbar,
mehrdeutig losbar bzw. unlésbar?

K1/2-3. (9 Punkte)

An 30 Personen sollen Preise im Wert von 30 DM, 24 DM bzw. 18 DM vergeben wer-
den, wofiir insgesamt genau 600 DM verwendet werden sollen. Welche Méoglichkeiten

zum Kauf der 30 Preise gibt es, wenn jede Wertstufe mindestens einmal vertreten sein
soll?

K1/2-4. (13 Punkte)

1 2 1
Gegeben seien die Ebenen F;: x=| 4 | + s 1]+t 2 | und
2 -2 -3
2 2
Ey: 2248y + 2 =36 sowie die Gerade g: x=| 8 | +s| —5
5 6

a) Geben Sie die Gleichung der Ebene E; in parameterfreier Form an!

b) Ermitteln Sie den Abstand zwischen der Gerade g und der Ebene E; sowie den
Abstand zwischen der Gerade g und der Ebene Fj !

¢) In welcher Gerade schneiden sich die Ebenen F; und Ej 7

K1/2-5. (8 Punkte)

Fiithren Sie fiir die Fliche 2%+ y? + 22 — 2y = % die Hauptachsentransformation
durch und klassifizieren Sie sie!
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K1/2-6. (10 Punkte)

Ermitteln Sie fiir die Optimierungsaufgabe T1 —2x9 + T3 — max
201 —3x9 + 13 = 1

— 2.%'2 + 23 < 7

— 319 +4x3 < 88

551207 xQZOa .I'3ZO
die optimale Losung und den optimalen Zielfunktionswert!

18.1.3 Klausur Mathematik I vom 9. August 1999

Arbeitszeit: 90 Minuten
K1/3-1. (7 Punkte)

1
a) Fiir welche reellen Zahlen ¢ gilt ¢ > % ?

b) Skizzieren Sie in der komplexen Zahlenebene die Menge aller komplexen Zahlen z,

15
fir die |z >
2| =2

K1/3-2. (11 Punkte)

gilt!

1 2 -1 0 4
: . 1 4 -5 1 3

Gegeben sei das Gleichungssystem 9 _9 10 1 -1 |*=*
5 6 3 2 10

a) Welcher Bedingung miissen die Komponenten des Vektors r geniigen, damit das
Gleichungssystem losbar ist?
2
b) Losen Sie das Gleichungssystem fiir die spezielle rechte Seite r = 11 !

16

K1/3-3. (11 Punkte)

Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

N O >
NN O
W N N
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K1/3-4. (11 Punkte)

Ermitteln Sie fiir die Optimierungsaufgabe  4x +3y + 2z — max
T + 2y < 10
2 + vy < 8
3r +2y + 2 = 18
x>0, y>0, 220
mit Hilfe des Simplexverfahrens die optimale Losung und den optimalen Zielfunkti-
onswert!

K1/3-5. (Zusatz, +5 Punkte)

Ein Betrieb stellt Erzeugnisse A und B her.

Fiir die Herstellung eines Stiickes A werden 500 g Stahl, 15 Minuten Arbeitszeit sowie
40 kWh Elektroenergie oder 2 m?® Erdgas benétigt.

Fiir die Herstellung eines Stiickes B werden 1 kg Stahl, 1 Stunde Arbeitszeit sowie
300 kWh Elektroenergie oder 20 m® Erdgas benétigt.

Je Erzeugnis A wird 1 Geldeinheit, je Erzeugnis B werden 5 Geldeinheiten Gewinn
erzielt. Stellen Sie das Modell fiir die Gewinnmaximierung auf, wenn 1000 Arbeits-
zeitstunden, 2 t Stahl, 100 MWh Elektroenergie und 5000 m?® Erdgas zur Verfiigung
stehen!

18.1.4 Klausur Mathematik I vom 11. Februar 2000

Arbeitszeit: 90 Minuten

K1/4-1. (14 Punkte)

Losen Sie das lineare Gleichungssystem 1+ T9 — 23— x4= 9
r1 +3x9 + 223 — 94 =13
2.%'1—.%’2-'- T3 — .%'421

T —3ZL'2 — ].01'3 + 15?[74 =1
—4ZL‘1 +9[L‘2 -+ r3 — 15?[74 =23 !

K1/4-2. (12 Punkte)

Ein an einer mit Kilometersteinen versehenen Strafle wohnender Kunde erhélt von
einem am Kilometer 87 dieser Strafle liegenden Auslieferungslager ein Gerét geliefert,
an Fahrtkosten muss er dafiir 3 DM je Entfernungskilometer (einfache Entfernung)
vom Auslieferungslager zahlen. Fiir die Installation muss zusétzlich ein Techniker von
einem am Kilometer 112 dieser Strafle liegenden Servicestiitzpunkt zum Kunden kom-
men, als Fahrtkosten fallen dabei 2 DM je Entfernungskilometer vom Servicestiitz-
punkt an.
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In welchem Bereich der Strafle ist die Summe der Fahrtkosten nicht gréfer als 100
DM?

K1/4-3. (17 Punkte)

In der kartesischen Koordinatenebene sei die Kurve 212% + 8v/3zy + 13y> = 225
gegeben.
a) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation durch!

b) Klassifizieren Sie die Kurve und skizzieren Sie sie in dem transformierten Koordi-
natensystem!

c) Um welchen Winkel werden bei der Hauptachsentransformation die Koordinaten-
achsen gedreht?

K1/4-4. (17 Punkte)

Lésen Sie die lineare Optimierungsaufgabe —3x1 +dxy + 23 — max
T+ T9 +r3 = 8

2{L‘1 + 5?[72 S 10

3r1 + 2x9 < 12

x1207x2207x320 !
K1/4-5. (Zusatz, +5 Punkte)

Ein Betrieb stellt zwei Erzeugnisse A und B her, die pro Stiick den gleichen Gewinn
abwerfen. Arbeitszeit-, Energie- und Materialaufwand sind jedoch verschieden und
sollen gewisse Fonds nicht iiberschreiten:

in gewissen Einheiten ‘ Erzeugnis A FErzeugnis B ‘ Fonds
Arbeitszeitaufwand je Stiick 1 2 170
Energieaufwand je Stiick 2 1 100
Materialaufwand je Stiick 4 1 160

Stellen Sie das mathematische Modell zur Maximierung des Gewinns auf!
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18.1.5 Klausur Mathematik I vom 19. Juli 2000

Arbeitszeit: 90 Minuten
K1/5-1. (4 Punkte)

a) Geben Sie die Gleichung der Kurve in der xz—y—Ebene an, die aus den Punkten
besteht, die vom Punkt (—1,0) doppelt so weit entfernt sind wie vom Punkt (1,0)!

b) Um was fiir eine Kurve handelt es sich?

c) Skizzieren Sie die Kurve!

K1/5-2. (4 Punkte)
1
Fiir welche reellen z gilt 6 + —— <17
x+3

K1/5-3. (10 Punkte)

a) Wenden Sie den Gaufischen Algorithmus auf das lineare Gleichungssystem
Ty + T2 — X3 +2.’L’4 =—-8
I +2?L’2 + X3 — x4 = 13
2?[71 + T9 +2?L’3 + x4 = 11
3ry +4x9 +5x3 —3x4, = A an!
b) Fiir welche Werte des Parameters \ ist das Gleichungssystem losbar?
c) Geben Sie im Falle der Losbarkeit die allgemeine Losung des Gleichungssystems
an!

K1/5-4. (10 Punkte)

a) Transformieren Sie die Fliche 222 + 4xz + 4y? + 52 = 36 in Hauptachsenlage!
b) Klassifizieren Sie die Flache und ermitteln Sie ihre Halbachsen!

K1/5-5. (12 Punkte)

Lésen Sie die lineare Optimierungsaufgabe 3r1 + Txy — 223 — max
5.%'1 —|—3.’L'2 — I3 < 30
8x1 +4xy — 23 < 44
5.%'1 + X9 — I3 < 6

:L‘IZO)'IQZO"'L‘?)ZO !
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18.1.6 Klausur Mathematik I vom 9. Februar 2001

Arbeitszeit: 90 Minuten
K1/6-1. (7 Punkte)
Bestimmen Sie die Losungsmengen in R fiir die folgenden Ungleichungen!

1|3z — 4| <2z —1
2|z =z +1] > =

K1/6-2. (6 Punkte)
1.Begriinden Sie anschaulich die fiir alle z1, 2o € C giiltige Ungleichung
|Zl — 22| S |Zl| + |ZQ|'

2.Berechnen Sie die Betriage folgender vier Zahlen: z; = 0,6 + 0, 8i,
29 = 1,24 1,61, 21 + 29, 21 - 29!

K1/6-3. (10 Punkte)

Im R* sei eine Hyperebene H durch folgende Parameterform gegeben:

1 0 2 1

S | -2 1 3 0
T = 3 + s 9 +1 0 +u E s,t,u € R.

-1 0 0 1

Weiter betrachte die Punkte P(10,0,6,0) sowie Q(—1,—3,7,—1).

1.Geben Sie eine Parameterform der Geraden g durch P und @ an!

2.Bestimmen Sie den Abstand d(P, H) von P zu H!
Hinweis: Eliminieren Sie erst die Parameter s,¢,u € R und nutzen Sie dann die
Hessesche Normalform.

3.Ermitteln Sie den Durchschnitt g N H!
K1/6-4. (12 Punkte)

Fiihren Sie fiir die Kurve
2 4 6xy — Ty? = 18
die Hauptachsentransformation durch! Um welche Art von Kurve handelt es sich?
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K1/6-5. (12 Punkte)

In einer Schmiede werden verzinkte Zaunteile fiir Privatgrundstiicke gefertigt. Zur
Herstellung eines grofleren Einzelteiles werden 4 Stunden benétigt, und die entspre-
chenden Material- plus Arbeitslohnkosten belaufen sich auf 288 DM; ein kleineres Ein-
zelteil wird in 1 Stunde hergestellt und kostet demgeméfl 48 DM. Fiir einen groferen
Auftrag sollen maximal 80 Arbeitsstunden und 4320 DM Gesamtkosten veranschlagt
werden. Der Verkaufspreis eines gréfleren Einzelteiles belduft sich auf 416 DM, ein klei-
neres kann fiir 72 DM verkauft werden. Berechnen Sie mittels Simplex-Algorithmus,
wieviele groflere und kleinere Einzelteile herzustellen sind, damit der Reingewinn ma-
ximal wird. Ermitteln Sie diesen maximalen Reingewinn.

18.1.7 Klausur Mathematik I vom 20. Juli 2001
Arbeitszeit: 90 Minuten

K1/7-1. (7 Punkte)

Bestimmen Sie in R die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen!

L2 +4| <z +5
2.2+ 62 +8>0

K1/7-2. (6 Punkte)

1.Berechnen Sie die Betrége von folgenden vier komplexen Zahlen:
21 =12-05-1, 2p=1i-21, 23 =2}, 24 = cos35° +1-sin35°.
2.Deuten Sie anschaulich die fiir alle ¢1, ¢ € R giiltige Gleichung
el'01 . iz — pl(P1td2)
K1/7-3. (10 Punkte)
In R3 sei die Ebene
E = {(x1,29,23) €R®: 211 — 629 + 925 = —33}
gegeben.

1.Bringen Sie die Ebene F auf die Hessesche Normalform.

2.Berechnen Sie den Abstand von E zu folgenden Punkten:

P, =(0,0,0), P, = (—1,2,—4), Py =(3,2,-3).
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3.Geben Sie eine Parameterform der Schnittgeraden von E mit der zox3-Ebene an.
K1/7-4. (12 Punkte)
Fiihren Sie fiir die Kurve
3% — 6y + 11y° = 12

die Hauptachsentransformation durch!
Um welche Art von Kurve handelt es sich?

K1/7-5. (12 Punkte)

In einem landwirtschaftlichen Betrieb werden Kiihe und Schafe gehalten. Fiir 25 Kiihe
und 100 Schafe sind Stélle vorhanden. Weiterhin sind 36 Morgen Weideland verfiighar.
Fiir eine Kuh werden 1 Morgen, fiir ein Schaf 0.2 Morgen benétigt. Zur Versorgung
des Viehs kénnen jéhrlich bis zu 5000 Arbeitsstunden geleistet werden. Auf eine Kuh
entfallen jéhrlich 150 Arbeitsstunden, auf ein Schaf 25 Arbeitsstunden. Der jdhrlich
erzielte Reingewinn betragt pro Kuh 300 DM und pro Schaf 54 DM. Die Anzahlen
x1 und xy der gehaltenen Kiihe bzw. Schafe sind mittels Simplex-Algorithmus so zu
bestimmen, dass der ebenfalls zu ermittelnde Gesamtgewinn méglichst grofl wird.

18.1.8 Klausur Mathematik I vom 8. Februar 2002

Arbeitszeit: 90 Minuten
K1/8-1. (8 Punkte)

1.Berechnen Sie die Betréige von folgenden vier komplexen Zahlen:
21=04—-03-1, 2p=1i-2, 23=27, 2z =cosb0°+i-sinb0°.
2.Welche komplexen Zahlen z erfiillen die Bedingung
|2l = |Re (2)| + [Im ()] ?
Das Ergebnis ist zu begriinden.

K1/8-2. (15 Punkte)

In R3 sei die Ebene
E = {(z1,22,33) € R*: 8y + 4xy — x5 = 270}
gegeben.
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1.Bringen Sie die Ebene E auf die Hessesche Normalform.

2.Berechnen Sie den Abstand von E zu folgenden Punkten:
P, =(0,0,0), P,=(3,-1,2), P3=(30,7,-2).

3.Geben Sie eine Parameterform der Schnittgeraden g von E mit der xjxo-Ebene
an.

4.Ein Sportplatz, der sich in der x1z9-Ebene befindet, ist teilweise von einer Nebel-
bank iiberdeckt, wobei sich der Nullpunkt P; im Nebel befindet und das Nebel-
gebiet innerhalb dieses Platzes von der Geraden g wie in (c) begrenzt wird. Ein
Laufer startet in P; und lduft dann entlang der positiven z1-Achse. Er benotigt
0.096 Sekunden pro Léngeneinheit(1 Meter). In welcher Zeit erreicht er die Gren-
ze des Nebelgebietes?

K1/8-3. (12 Punkte)
Fiihren Sie fir die Kurve
2 — 6y +y? =14

die Hauptachsentransformation durch!
Um welche Art von Kurve handelt es sich?

K1/8-4. (12 Punkte)
Losen Sie mittels Simplex-Algorithmus folgendes lineare Optimierungsproblem:

x1,22 2 0,
2x1 + 4o < 80,
2121 + 2825 < 630,
z = 32x1 + 48x9 — Max.

Der maximale Wert fiir z ist ebenfalls zu berechnen.
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18.1.9 Klausur Mathematik I vom 20. Februar 2003

Arbeitszeit: 90 Minuten
K1/9-1. (6 Punkte)

6(z+3)

—>—-17
|4 + 2z

Fiir welche reellen z gilt 1 —

K1/9-2. (7 Punkte)

Ermitteln Sie die algebraische und trigonometrische Darstellung sowie die 4. Potenz

—3+4i i 2
k 1 Zahl z = — =i |
der komplexen Zahl z 7 1 + T 51

K1/9-3. (4 Punkte)

Bei einem Tarifabschluss wurde vereinbart, die Gehélter um 2.40 % zu erhohen, sie
aber einen halben Monat spéter als bisher auszuzahlen. Um wieviel steigt der Barwert
der Gehilter bezogen auf den urspriinglichen Auszahlungszeitpunkt, wenn mit einem
Kalkulationszinssatz von 3 % p.a. und einfacher Verzinsung gerechnet wird?

K1/9-4. (11 Punkte)

Auf einen Ertrag x soll eine Steuer S(x) erhoben werden. Dabei soll eine kubische
Steuerfunktion S(z) = Az® + Bx? + Cz + D verwendet werden, die folgende Bedin-
gungen erfiillt:

— Fiir z = 0 soll keine Steuer erhoben werden und der Grenzsteuersatz 10 % betragen.
— Fiir x = 10 soll die Elastizitdt der Steuerfunktion 2 betragen.
— Fiir = 5 soll der Grenzsteuersatz 37.5 % betragen

a) Welche relative Erhohung der Steuer hat eine Steigerung des Ertrages von x = 10
aus um 0.5 % ungefiahr zur Folge?
b) Ermitteln Sie die Steuerfunktion, die alle geforderten Bedingungen erfiillt!

K1/9-5. (11 Punkte)

i 15
Berechnen Sie das Integral / dz !
222 + 18z — 72
8
K1/9-6. (11 Punkte)
3 5 1 2
a) Ergénzt einer der Vektoren | 4 | oder | 1 | das Vektorsystem 01, 4
0 2 1 -1
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zu einer Basis des R?, wenn ja welcher?

12
b) Stellen Sie, falls bei a) eine Basis des R® gefunden wurde, den Vektor 1| als
Linearkombination der Vektoren dieser Basis dar! 0

c) Geben Sie den Rang folgender Matrizen an und begriinden Sie Thr Ergebnis:

1 2 3 1 25 1 2 12 1 2 3 12
A=|0 44, B=|0 41|, c=[(0 4 1], D=0 44 1
1-1 0 1-1 2 1-1 0 1-1 0 0
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18.2 Mathematik II

18.2.1 Klausur Mathematik IT vom 23. Juli 1997

Arbeitszeit: 120 Minuten
K2/1-1. (12 Punkte)

4
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion f(z) = 2+x2—%, z € R und skizzieren Sie

sie!
K2/1-2. (10 Punkte)

Berechnen Sie

62>+ 11z —5
b ——dx !
) /:p3+4x2—5x v

2
5t
a ——dx
) /\/£E5—|—4
0
K2/1-3. (11 Punkte)

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwerte der Funktion
flr,y,2) =23 +y* + 22 + 120y + 22 !
b) Handelt es sich bei den lokalen Extrema um globale Extrema?

K2/1-4. (10 Punkte)

Wo nimmt die Funktion f(z,y) = 2%y iiber dem im I. Quadranten (z > 0,y > 0)
gelegenen Teil des Ellipsenbogens 422 + 9y? = 36 ihren groBten bzw. kleinsten Wert
an?

K2/1-5. (10 Punkte)

Gegeben sei die Funktion f(z,y) = zer .

a) Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung!
b) Ermitteln Sie im Punkt (x,y) = (2,2) die Richtungsableitung in Richtung der
Winkelhalbierenden des I. Quadranten!

c) Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene an z= f(z,y) im Punkt (z,y,z)=
(2,0,2)?

K2/1-6. (7 Punkte)

a) Skizzieren Sie den Bereich B = {(z,y): 0<ax <1, 0<y<3—2z}!
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b) Berechnen Sie [[a?ydA !
B

18.2.2 Klausur Mathematik II vom 23. Februar 1998

Arbeitszeit: 120 Minuten

K2/2-1. (14 Punkte)

3

Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion f(z) = ﬁ, z € R und skizzieren Sie
l’ —

siel

K2/2-2. (9 Punkte)

a) Entwickeln Sie f(xz) = v/1+ 2z an der Stelle xy = 0 nach der Taylorschen Formel
bis zum kubischen Glied!

b) Schétzen Sie mit Hilfe des Restgliedes der Taylorschen Formel den Fehler ab, der
3

entsteht, wenn man 5 nach dieser Formel berechnet.

c) Welcher Fehler entsteht bei der Berechnung von % nach dieser Formel tatséchlich?

K2/2-3. (9 Punkte)

422 + 3 1
Berechnen Sie / v or dz !

-2+ -1
K2/2-4. (8 Punkte)

Bestimmen Sie die Linge der Kurve z =t — sintcost, y = 1 — cos?t, z = 2sint fiir

T
O§t§2.

K2/2-5. (12 Punkte)

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwerte der Funktion
fle,y) =2*2—y) =y’ +3y" + 9y !
b) Handelt es sich bei den lokalen Extrema um globale Extrema?

K2/2-6. (8 Punkte)

Eine Ware kann nach zwei verschiedenen Technologien gefertigt werden. Bei der Pro-
duktion von z Einheiten nach Technologie A entstehen Kosten in Héhe von
50 4+ 11z + ’1”—;, withrend nach Technologie B Kosten in Hoéhe von z? + z entstehen.
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Insgesamt sollen 60 Einheiten kostenminimal produziert werden. Wie oft sind dafiir
die beiden Technologien anzuwenden?

18.2.3 Klausur Mathematik Il vom 17. Juni 1998

Arbeitszeit: 120 Minuten

K2/3-1. (12 Punkte)

3

(z—1)*

Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion f(z) = x € R und skizzieren Sie

siel

K2/3-2. (7 Punkte)

3
Berechnen Sie / vV1+3cosz sinzdx |
0

K2/3-3. (10 Punkte)

222 + 41x — 91
Berechnen Sie / z t4alz—9 dz |
(x —1)(z+3)(z —4)

K2/3—-4. (14 Punkte)

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwerte der Funktion
flr,y) =2 =3zy+9y*+1, 2 €R, yecR!
b) Handelt es sich bei den lokalen Extrema um globale Extrema?

K2/3-5. (9 Punkte)

Ein Unternehmen stellt ein Erzeugnis in zwei verschiedenen Produktionsstidtten P
und P, her. In der Produktionsstiatte P, entstehen fiir die Produktion von x Stiick
des Erzeugnisses Kosten in Hohe von K;(z) = %xz + 100000, wéhrend in der Produk-

tionsstéitte P, Kosten in Hohe von Ky(z) = x? 4+ 8z + 30000 entstehen. Es sollen 300
Stiick des Erzeugnisses kostenminimal produziert werden.

a) Wie ist die Produktion auf beide Produktionsstiatten zu verteilen, wenn aus Ka-
pazitétsgriinden keine der Produktionsstitten den Auftrag allein fertigen kann?

b) Welche Kosten entstehen bei dieser Verteilung?
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K2/3-6. (8 Punkte)

a) In der Umgebung welcher Punkte ist durch z?+4y? —16y+ 12 = 0 eine Funktion
xr — y(x) definiert?

b) Ermitteln Sie die Ableitung y'(z) dieser Funktion an der Stelle (z,y) = (1.2, 2.8)
durch implizite Differentiation!

c¢) Interpretieren Sie die Ergebnisse von a) und b) geometrisch!

18.2.4 Klausur Mathematik Il vom 27. Juli 2000

Arbeitszeit: 90 Minuten
K2/4-1. (10 Punkte)

Die Anzahl z der Fahrzeuge, die eine bestimmte Strafle stiindlich passieren kénnen,
lasse sich aus der mittleren Geschwindigkeit v in m/s bei einer mittleren Fahrzeuglange
von 4 m nach folgender Formel berechnen:

2(v) = 1000———-.
v,
44 1 + W

a) Bei welcher Durchschnittsgeschwindigkeit in km/h ist die Durchlassfihigkeit der
Strafle am grofiten?

b) Die Strafie werde durchschnittlich mit vy = 12m/s passiert. Approximieren Sie z
um vy durch ein Taylorpolynom 2. Grades!

K2/4-2. (10 Punkte)

Berechnen Sie folgende Integrale:
a) [ (24 32)°dz,
b) [ xcosbxdz,

5?[7—1 |
C)fx2+x—12dx'

K2/4-3. (8 Punkte)

tsint
Gegeben sei die Kurve Z(t) = %\/ 2t3 , 1<t <5,
2 —tcost
a) Berechnen Sie die Lange der Kurve!
b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve im Punkt Z(7) !
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K2/4-4. (12 Punkte)

Fir > 0, y > 0 sei die Funktion f(x,y) =2 —y + ln% definiert.

a) Berechnen Sie Gradient und Hessematrix dieser Funktion!

b) Hat die Funktion globale oder lokale Extrema bzw. Sattelpunkte?

c¢) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangentialebene im Punkt (e,1) an z = f(z,y) !

d) Sei @ ein Vektor in gegeniiber der positiven x—Achse im positiven Sinne um 60°
gedrehter Richtung. Berechnen Sie die Richtungsableitung %(e, 1)!

e) In welche Richtung wichst f(z,y) ausgehend von (z,y) = (e, 1) am stérksten?

18.2.5 Klausur Mathematik Il vom 13. Februar 2001

Arbeitszeit: 90 Minuten

K2/5-1. (15 Punkte)

Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion f(x)=+/z—+/48—2x, 2 € R und skizzieren
Sie siel

K2/5-2. (15 Punkte)

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwerte der Funktion
fla,y) = e (2 + 20y —y?) |
b) Hat die Funktion globale Extrema?

K2/5-3. (15 Punkte)

1

T

a) Fiihren Sie fiir f(¢) an der Stelle t = 0 die Taylorentwicklung bis zum quadratischen
Glied aus!

b) Geben Sie die Gleichung der Tangente an f(¢) im Punkt ¢t = 0 an!

c¢) Berechnen Sie fiir ¢ = 0.1 mit Hilfe des Taylorpolynoms 1. und 2. Grades Nihe-
rungswerte fiir f(t) !

d) Schétzen Sie den fiir t = 0.1 bei Verwendung des Taylorpolynoms 1. Grades ent-
stehenden Fehler mit Hilfe der Restgliedformel ab und vergleichen Sie mit dem
tatsédchlichen Fehler!

Gegeben sei die logistische Funktion f(t)

K2/5-4. (15 Punkte)

Berechnen Sie folgende Integrale:
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a) / V6x + 5dz,

b) /em5+x4+x3+m2+z+1(5$4+4$3+3$2_|_2:L,_+_1) de’,

xt — 5l + T2 — 132z — 10
) 3 — 5a?

dz |

18.2.6 Klausur Mathematik Il vom 26. Juli 2001

Arbeitszeit: 90 Minuten
K2/6-1. (7 Punkte)

i 2
Gegeben ist die Funktion f(z) = % + 22
x

1.Berechnen Sie lim f(z).

Tz——2
2.Bestimmen Sie eine quadratische Ndherung durch Taylorentwicklung im Punkt

0.
K2/6-2. (12 Punkte)

Die vertikale Bewegung eines Korpers wird durch den zeitabhédngigen Abstand zur
Wasseroberfliche

a(t) = (t* — 2t* — 3t)e™" (t in Sekunden)

beschrieben.
(a(t) > 0: Korper befindet sich iiber der Wasseroberfliche,
a(t) < 0: Korper befindet sich unter der Wasseroberfliache.)

Diskutieren Sie die Funktion und gehen Sie insbesondere auf folgende Fragen ein:

1.Wann befindet sich der Kérper an der Wasseroberfliche?
2.Wie grof ist seine hochste Hohe im Zeitintervall [0, c0)?
3.Wie tief taucht er maximal ein (¢ € [0,00))?

4.Skizzieren Sie die Funktion!
K2/6-3. (9 Punkte)

Berechnen Sie:
2z — 11
J 2+ 32 — 10
2. [(92% + 22+ 5)v/323 + 22 + br + 8 dx
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/6
3.f sinx - cosx dx
0

K2/6-4. (12 Punkte)

Eine Schraubenlinie sei beschrieben durch die Parameterdarstellung

[S][Y

r = 2cost,y =2sint,z = §t .

1.Bestimmen Sie die Linge des Kurvensegmentes t € [0, 1].

3
2.Ermitteln Sie den Kriitmmungsradius im Punkt <\/§, \/5, % (%) 2).

18.2.7 Klausur Mathematik II vom 18. Februar 2002

Arbeitszeit: 90 Minuten
K2/7-1. (5 Punkte)

«a und 3 seien voneinander verschiedene reelle Parameter. Berechnen Sie den
e _ eﬁx

Grenzwert lim — . !
z—0 sin ax — sin Gz

K2/7-2. (6 Punkte)

Approximieren Sie die Funktion f(z) = 322+ 2e®® +sin 3z mittels Taylorentwicklung
im Punkt x =0 durch eine Parabel!

K2/7-3. (6 Punkte)
w/12

6
e sei wie iiblich die Eulersche Zahl. Berechnen Sie das Integral / .Coi dz !
sinbr + e
0

K2/7-4. (8 Punkte)
t* cost
Gegeben sei die Kurve Z(t) = [ *sint
2t

a) Bestimmen Sie die Linge des Kurvensegments fir 0 <t < !
b) Geben Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve im Punkt Z(7) an!

K2/7-5. (11 Punkte)

Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwerte der Funktion
flx,y,2) = y* + 2% + 12y% + 22 + 122y — 240y + 62 |

Handelt es sich bei den lokalen Extrema um globale Extrema?
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K2/7-6. (4 Punkte)

a) Ein Kapital von 10000 € wird fir 2 1/2 Jahre mit einer Verzinsung von 4.2 %
p.a. angelegt, die jahrlichen Zinsen werden dem Kapital am Ende des Sparjahres
gutgeschrieben und von da an mit diesem verzinst. Auf welchen Betrag wéchst das
Kapital an?

b) Zu welchem Zinssatz muss Kapital angelegt werden, damit es sich in 20 Jahren
verdoppelt?
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18.2.8 Klausur Mathematik II vom 31. Juli 2002

Arbeitszeit: 90 Minuten
K2/8-1. (4 Punkte)

.. sinbxr —=x
Berechnen Sie lim ——— !
t—0 2x + x2

K2/8-2. (13 Punkte)

2

Gegeben sei die Funktion f(x) = z € R.

(z+1)%

a) Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion und skizzieren Sie sie!

b) Approximieren Sie die Funktion mittels Taylorentwicklung im Punkt zy = 0 durch
eine Parabel!

K2/8-3. (5 Punkte)

1
Berechnen Sie das Integral / V14202 —322 223 (20— 62 —622) dz !
0

K2/8-4. (13 Punkte)

Gegeben sei die Funktion f(z,y) = (23 4+ 222+ 1)(y* + 1), z,y € R.

a) Berechnen Sie alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen!
b) Ermitteln Sie die Extremstellen und Sattelpunkte der Funktion!
c) Geben Sie den Wertebereich der Funktion an!

K2/8-5. (5 Punkte)

Bei einem Computerkauf kann ein Kunde zwischen sofortiger Barzahlung von 1000 €
und einer ,,Zahlpause® von 2 Monaten wéhlen, wobei er dann 1008 € zu zahlen hat.

a) Vergleichen Sie die Barwerte zum Kaufdatum bei einem Kalkulationszinssatz von
4 %!

b) Fiir welchen Kalkulationszinssatz sind die Barwerte gleich?
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18.3 Mathematik III

18.3.1 Klausur Mathematik III vom 19. Februar 1998
Arbeitszeit: 120 Minuten

K3/1-1. (11 Punkte)
Losen Sie die Differentialgleichung '(x) — y(z) cosx = sinz cosx |
K3/1-2. (8 Punkte)

E(t) — 2&(t) + 10x(t) =
z(0) =3, =(%)=2

~

Losen Sie die Randwertaufgabe

K3/1-3. (13 Punkte)

T 20+ y—3z
Losen Sie das Differentialgleichungssystem vy = z+2y—3z !
z = dr+ y—62

K3/1-4. (9 Punkte)

Geben Sie die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens zur Losung des Gleichungs-
systems

sinez —y =0

x—cosy =0

an und fithren Sie einen Iterationsschritt mit dem Startwert (z(®,y©) = (1,1) aus!
K3/1-5. (7 Punkte)

Das lineare Gleichungssystem

100?51 + To + T3+ Tq+ x5+ Tg + T+ rg + Tg = 96
T +100.’L’2+ T3+ T4+ Ts5 + Tg+ T7+ rg + Tg = 97
T+ T2 +100.’L’3+ T4+ Ts5 + Tg+ T7+ rg + Tg = 98
T+ To + T3 +100[L‘4+ x5+ Tg + T+ rg + Tg = 99
T+ To + T3+ Ty —|—100175+ Tg + Ty + Tg + ite) =100
T1+ To+ 3+ w4+  254+10026+ x4+ xg+ 19 =101
T+ T2+ T3+ T4+ Ts5 + Te +1001‘7 + rg + Tg =102
T+ T2+ T3+ T4+ Ts5 + T+ XT7 +100.’L’8 + Tg =103
rT1+  To+ T3+ w4+ x5+ g+ a7+ 23 +100x9 =104

soll mit dem Jacobischen Gesamtschrittverfahren iterativ nach der Vorschrift
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96
97
98
99
x(n+1) 1 100 _
101
102
103
104

= o= = = = = O
=== = = = O
e e e e N i
— = = O
— = = O s
e e N T e e
— = O R = e
— O = R = e e
O R ) Pk = = ==

gelost werden.

a) Begriinden Sie die Konvergenz dieses Verfahrens!
b) Fiihren Sie mit dem Startvektor x© = (1,1,...,1)" einen Iterationsschritt aus!

K3/1-6. (12 Punkte)

Entwickeln Sie die %fperiodische Funktion f(z) = |sin2z| in eine Fourierreihe!

Hinweis: cosasin 8 = %(sin(a + ) — sin(a — )

18.3.2 Klausur Mathematik III vom 3. August 1998

Arbeitszeit: 120 Minuten
K3/2-1. (10 Punkte)

Losen Sie die Differentialgleichung " (z) — 5y/(z) — 24y(z) = 9e™" !

K3/2-2. (10 Punkte)

. L 1
Losen Sie die Anfangswertaufgabe yy' + i 0, y(l)=-4"1

K3/2-3. (14 Punkte)

T = T
Losen Sie das Differentialgleichungssystem vy =  3x+3y—4z !
2 = 2+ y—2z

K3/2—4. (10 Punkte)

Geben Sie die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens zur Losung des Gleichungs-
systems

2 + 4y = 13
r + 3y* = 6

an und fithren Sie einen Iterationsschritt mit dem Startwert (zo, o) = (2,2) aus!
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K3/2-5. (8 Punkte)

Von einer Funktion y = f(z) liegen folgende Werte vor: ; H (7] }

Ermitteln Sie Ndherungswerte fiir f(0.8) durch

a) lineare Interpolation zwischen den Stiitzstellen = 0 und z = 1,
b) durch quadratische Interpolation!

K3/2-6. (8 Punkte)

Ermitteln Sie eine Ndherung fiir die kleinste positive Losung der Gleichung tanz = =z,
indem Sie auf die Gleichung sinz — zcosz =0 das Newtonverfahren anwenden!

Hinweis: Fertigen Sie zur Bestimmung eines geeigneten Startwertes eine Skizze an!

18.3.3 Klausur Mathematik III vom 13. Januar 1999

Arbeitszeit: 90 Minuten

K3/3-1. (9 Punkte)

Losen Sie die Differentialgleichung y" (z) — 3y"(z) — 28y/(z) = 112 !
K3/3-2. (11 Punkte)

Ermitteln Sie die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems
T = x+d3y
y = -3y

K3/3-3. (12 Punkte)

Geben Sie die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens zur Losung des Gleichungs-
systems

-2y + 3y* = 0.23
dz/r — By = 0.824
2 - 72 =7

an und fiithren Sie einen Iterationsschritt mit dem Startwert (x¢, yo, 20) = (1, 1, 3) aus!
K3/3-4. (13 Punkte)

Gegeben sei die Funktion f(x) == (% - \x|> ) —% <z< %
a) Skizzieren Sie f(z) !

b) Approximieren Sie die Funktion f(z) mit Hilfe der Fourierentwicklung durch ein
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trigonometrisches Polynom 1. Grades P(z) = % + ay cos 2x + by sin 2 |

18.3.4 Klausur Mathematik IIT vom 21. Februar 2001

Arbeitszeit: 90 Minuten
K3/4-1. (17 Punkte)

Ermitteln Sie die allgemeine Losung des Differenzialgleichungssystems

T=2r—-2y— 2
y=3x—5y — 3z
Z=2x—4y— z !

K3/4-2. (17 Punkte)

Ermitteln Sie alle Extrema der Funktion f(x,vy,z) = z%y*2? iiber dem Ellipsoid

2 2
xQ—I—%—Fg—Q:l!

K3/4-3. (13 Punkte)

Die Funktion f(z) =

sin | z| O§|x\§% .
werde 2m—periodisch fortgesetzt.

1 %<|x|§7r

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Approximieren Sie f(x) mittels Fourierentwicklung durch ein trigonometrisches

2
Polynom 2. Grades f(z) = % + > agcoskx + b sin kz !
k=1
Hinweis: cosasin g = %(sin(a + ) — sin(a — 3))
K3/4-4. (13 Punkte)

Durch die Gleichung (22 + 32)” = 22 — y* wird
in kartesischen Koordinaten eine Lemniskate be-

schrieben. Sie umschlie§t eine Flache, die sich aus W )

zwel konvexen Teilflichen zusammensetzt.

a) In welchen Punkten schneidet die Lemniskate die x—Achse?
b) Zeigen Sie mittels Substitution durch Polarkoordinaten, dass die von der Lemnis-
kate eingeschlossene Flache durch

{trg): T <p<T 0<r<Vems2phU{(re): W <p< T 0<r<
V/cos 2¢}

beschrieben wird!
Hinweis: cos2p = cos? ¢ — sin? ¢
c¢) Berechnen Sie den Fldcheninhalt der von der Lemniskate eingeschlossenen Fldche!
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18.3.5 Klausur Mathematik IIT vom 30. Juli 2001

Arbeitszeit: 90 Minuten
K3/5-1. (15 Punkte)

Mit minimalem Materialaufwand soll ein quaderférmiger oben offener Behélter mit ei-
nem Fassungsvermogen von 1 Liter hergestellt werden. Ermitteln Sie die Seitenldngen
des Quaders!

K3/5-2. (15 Punkte)

r= 4x —>dy

Ermitteln Sie die Losung des Differenzialgleichungssystems j =102+ 6y’

fir die 2(0) = 10 und x(%) = 0 gilt!

K3/5-3. (15 Punkte)

—1 —nr<r< —%
Die Funktion f(x) =4 sinx —T<z< % werde 2m—periodisch fortgesetzt.
1 % <zr< T

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Approximieren Sie f(x) mittels Fourierentwicklung durch ein trigonometrisches

2
Polynom 2. Grades f(z) = % + > apcoskx + by sin kx|
k=1
Hinweis: sinasin = %(cos(a — ) — cos(a+ 1))
K3/5-4. (15 Punkte)

Losen Sie iterativ das nichtlineare Gleichungssystem — 22° + 3°=3
28 +2y8=3.05 !

Bei Verwendung eines quadratisch konvergenten Verfahrens mit einer guten Startndherung
braucht in der Klausur nur ein Iterationsschritt ausgefithrt werden.

18.3.6 Klausur Mathematik III vom 18. Februar 2002

Arbeitszeit: 90 Minuten
K3/6-1. (6 Punkte)
Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung y” + 14" — 56y = 56 !

K3/6-2. (11 Punkte)
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Ermitteln Sie die Extrema der Funktion f(z,y) = 2*+y* —2x — 2y iiber dem Kreis
1
(=3 + (-2 = !

K3/6-3. (6 Punkte)

Diskutieren Sie die Unterschiede zwischen Fourier- und Taylorentwicklung von Funk-
tionen einer reellen Verénderlichen!

K3/6—4. (8 Punkte)

a) Berechnen Sie das Volumen des iiber dem Einheits-
kreis der kartesischen z—y—Ebene errichteten Zylin-
ders der Héhe 3 — 2% —y? |

4
b) Bekanntlich hat die Einheitskugel das Volumen 3™

Verifizieren Sie dies mit Hilfe eines Doppelintegrals!

K3/6-5. (9 Punkte)

In einer Stadt gibt es 100 Béacker B; (i = 1,...,100). Jeder von ihnen verkauft in
seinem Laden z; Brotchen, von denen er 10/12 selbst herstellt, wiahrend er je 1/12
von seinen Nachbarkollegen B; ; und B;,; bezieht. Dabei habe der Béacker B; die
Nachbarn Bjg und By sowie der Backer Bigg die Nachbarn Bgg und Bj.

Die Bécker By bis Bjg stellen je 1000 Brotchen, die Bécker Bs; bis Bigg stellen je
2000 Brotchen her. Es wird angenommen, dass alle hergestellten Brotchen auf die
beschriebene Weise auch verkauft werden.

a) Stellen Sie das Gleichungssystem zur Bestimmung der x; auf!

b) Geben Sie fiir dieses Gleichungssystem die Iterationsvorschrift des Jacobischen
Gesamtschrittverfahrens an!

c¢) Begriinden Sie die Konvergenz dieses Verfahrens!

d) Um eine Startnéherung fiir die Jacobiiteration zu erhalten, wird angenommen, dass
jeder Bécker seine Produktion vollstdndig im eigenen Laden verkauft. Fiihren Sie
von dieser Startndherung ausgehend einen Jacobiiterationsschritt aus!

e) Berechnen Sie fiir 250 und x5 auch das Ergebnis des zweiten Jacobiiterations-
schritts!
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18.3.7 Klausur Mathematik III vom 07. August 2002

Arbeitszeit: 90 Minuten
K3/7-1. (10 Punkte)

Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung v + y” — 56y’ = 56 !
K3/7-2. (12 Punkte)

Ermitteln Sie die Extrema der Funktion f(z,y) = 2® — 3v/2y iiber dem Teil der
Hyperbel 2%2—y?=1, fiir den x>1 gilt!

K3/7-3. (10 Punkte)

0 —2<z<0

Die Funktion f(z) = { v 0<z<2

werde 4-periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion!
(o

b) Wie muss bei der Fourierentwicklung F(x) = 5 Z (ay cosk Cx + by sink Cx)
1

oo

k=
der Parameter C' gewahlt werden?

¢) Approximieren Sie die Funktion mittels Fourierentwicklung durch ein trigonome-

trisches Polynom 1. Grades Fij(x) = % + aj cosCx + by sin Cx |

d) Fiir welche = konvergiert die Fourierreihe F'(x) gegen f(x), was passiert fiir die x,
fiir die keine Konvergenz gegen f(z) erfolgt?

K3/7-4. (8 Punkte)

Auf das nichtlineare Gleichungssystem
rt + 21y =31
ry+ y? =21
soll das Newtonverfahren angewendet werden.

a) Geben Sie die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens zur Losung des Glei-
chungssystems an!

b) Ermitteln Sie tiberschléigig eine geeignete Startnéherung!

c) Fiihren Sie fiir diese Startnédherung einen Iterationsschritt aus!
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Kapitel 19
Lo6sungen

19.1 Grundlagen

Aufgabe 1.12

a) ANB = (1,4, AUB=R, A\B = (—00,1], B\A = (4,)
b) ANB=10,2), AUB=[=1,2], A\B=[-1,0), B\A = {2}
c) ANB={(r,y):xeR,yeR,9<z?+y*<25} (Kreisring),
AUB =R xR =R* (ganze Ebene),
A\B ={(z,y):x e R,y € R, 2? + y* < 9},
B\A={(z,y): v e R,y € R, 2? + ¢y* > 25}

ANEB

[, W Tay]
LR B

it Rand

Aufgabe 1.14

a) 2 —6x+9>1 < 22— 62+8>0, Ti2=3EVI—-8=4, 2,
2 —6r+8=(r—-4)(z—2)>0falls z—4>0 A x—-2>0 = =>4
oderx —4<0 AN zx—-2<0 = 2<2,

Losung: {r € R: <2 V >4} = (—00,2)U (4,00)
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b) Beitrag zur Losung:
T < %: 20 +4 < 15x — 21, 25 < 13x, x > % Widerspruch zu =z < %
r = %: nicht definiert
7. 25 7 25
> 2 +4 > 15x — 21, 25>13x,x<ﬁ F<T<73
Losung: {z € R : %<x< %—g}:(%,%)
z—1 rx>1
C)|x_1|—{1—x x <1
Beitrag zur Losung:
x>1l: x—12>24 x>5 r>5H
r<1l: 1—ax>4 < -3 r < -3
Losung: {r € R: 2 < -3 V 5 <z} = (—00,—3]U[5,00)
d) Beitrag zur Losung:
r<l: 3—2<2(1-2),3—2<2-2x, o <-1 r<—1
1<w<3 3-2<22-1),3-2<2r-2 30>5 2>3 3<z<3
3<zx : r—-3<2x-1),x-3<2x—-2, —-1<=x 3<zx
Losung: {reR: z< -1V % <z} =(—o00,—-1]U [%,oo)
Aufgabe 1.15
Fallunterscheidung:
r<—3: l—2<-22-6, x<-7 Losungsbestandteil: (—oo, —7]
r=-3: nicht definiert
—3<x<1l: 1—x>2x—6, z>-7 Losungsbestandteil: (—3,1)
1<z r—1>—-2x—6, 3x>-5, xz—g Losungsbestandteil: [1, 00)

Losung: (—oo, =7 U (=3, 00)

Aufgabe 1.19

10

10 9
a) Yoa;= Y, Qg1 = ) Qg1 =
— i=0

9
i=1 i+1=1 j

> ajy1, d.h. richtig
7=0
9 10

9
b) Y (a;+1)=>a; + 10 1.A.# > a;, d.h. falsch
i=0 =1

c)

~
Il
o

1=

J

1=

=1

a; + 1, d.h. falsch
i=1 j =1

.
Il

Aufgabe 1.20

Durch den Preisindex wird der Preis des Warenkorbes im Basisjahr mit dem Preis
verglichen, der fiir diesen Warenkorb im Berichtsjahr zu zahlen gewesen wire. Deshalb
gehen die Verbrauchsmengen im Berichtsjahr nicht in die Berechnung ein.
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Floos _ 0.55 - 300 + 3.30 - 50 + 1.20 - 100 450 195
1996 = 550300 + 3.00 - 50 + 1.00 - 100 400

Die Preise haben sich in 2 Jahren um den Faktor 1.125 erhoht, das entspricht einer
durchschnittlichen jahrlichen Erh6ung um den Faktor +/1.125 ~ 1.06066. Die durch-
schnittliche jéhrliche Preissteigerung betrigt also 6.07 %.

Aufgabe 1.23

a) z =z +1y, |z| = 22+ 9% Re(z) =z, dh. /22 +y><1—u.

b) Aus /22 + y? < 1 — z folgt zunéchst, dass 1 —x > 0 und damit x < 1 sein muss.
Ist dies der Fall, so ist die Ungleichung &dquivalent zu
2
2y <1-20+2° = y¥*<1-2r < x< y2 +%
Ist die zuletzt notierte Ungleichung erfiillt, so ist z < 1 automatlsch erfiillt. Die
y?
Losungsmenge kann also durch {z €e C: z =z +1iy, < — } beschrieben
werden.

Aufgabe 1.29

) (2i+1)(i-2)+1 _ 20°+i-4i-241 3-3i (3-3i)(1+3i) 612
a - — —
(2—i)%—24+i  4—4i+i®—2+1  1-3i  (1-3i)(1+3i) 10
b) |z|:%\/3+1=\/§, <P:2rctan%:£ (da I. Quadrant),
220:(\/§(COS%+iSiH%)) 0:210(COSQO’T+Ism22’T) 2'0(cos AF +isin ) =
0L —ilV/3)=—2(1+iv3)=—512 — 512/3i
) |z| = %\/3 +1=1+/2, ¢ =arctan \1/ = § (da L. Quadrant),

7% = (v2(cos ¥ + isin %))3 = 2"(cos 2 30” +isin 3%) =) = 2'%(cos 5 +isin 5r) =
2% (cosm +isin7) = —21° = —32768

3 6,
=———i
5 9

Aufgabe 0.6

Ublicherweise bezeichnet man als Handelsspanne den dem Hindler verbleibenden An-
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teil am Verkaufspreis, d.h.
Verkaufspreis — Einkaufspreis V — F

Handel =
AHACISSpatine Verkaufspreis V

Der Umsatz ergibt sich durch Multiplikation der verkauften Stiickzahl mit dem Preis.
Ist n die zum nicht rabattierten Preis V und ng die zum rabattierten Preis Vy verkauf-
bare Stiickzahl, so bedeutet eine Umsatzsteigerung von 70 % bei einem Preisnachlass
von 10 %

17nV:nRVR:nRO9V

Der Gewinn ergibt sich durch Multiplikation der verkaufbaren Stiickzahl mit der Dif-
ferenz von Verkaufs- und Einkausfspreis. Gleichheit des Gewinns heifit also

Zur Berechnung der Handelsspanne miissen die nicht in sie eingehenden Grofien n und

1.7 17
ng eliminiert werden. Aus der ersten Gleichung ergibt sich ng = —n = 9 n. Setzt

0.9

man dies in die zweite Gleichung ein, so erhélt man

nw—Ey:gnmgv—m

17
V-E=35(09V-E)
17 17
V-E==—09V-—FE
9 9
17 17

" F-E==-09V-V
9 9

17-9  17-09-9
L CE=—"""""y
9 9

S8E =63V, E=0787V

Also betrigt der Einkaufspreis 78.75 % vom nicht rabattierten Verkaufspreis, die
Handelsspanne damit 1 — 0.7875 = 21.25 %

Aufgabe 0.7

Vereinfachen des ersten Summanden ergibt:

(2n+2)2 22n+4 22n+4 22n+4
39.4n-1  95. (22)n-1 T 95.92n-2 923 2

Die anderen Summanden werden durch Hauptnennerbildung zusammengefasst. Da
(2" —1)(2" + 1) = 4™ — 1 ist dies der Hauptnenner und man erhélt:

1 1 2 412" —1)-2

_ — = 0
2n—1 2n41 4n -1 4n —1
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Es bleibt also nur der erste Summand iibrig und der Ausdruck vereinfacht sich zu 2.

Aufgabe 1.37

Die Ereignisse sollen wie folgt bezeichnet werden:
R ... Es ist ein Regenbogen zu sehen.

r ... Es regnet.

S ... Die Sonne scheint.

Die Losungen lauten dann wie folgt:

a) R, = rAS
Pramisse Konklusion

b) Das Erscheinen eines Regenbogens ist hinreichend dafiir, dass es regnet und die
Sonne scheint.
Regen und Sonnenschein sind notwendig dafiir, dass ein Regenbogen zu sehen
ist.

c) rV-aS=-R
In Worten: Wenn es nicht regnet oder nicht die Sonne scheint, dann ist auch
kein Regenbogen zu sehen.

Aufgabe 1.38

Die Bilder sollten so oder so dhnlich aussehen:

A

B

A={(x,y): y>=x+1}

-1

-1

B={(x): y+3>=5}

C={(x,y): x,y>=0}

(AuB)NC

Now Aa
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Aufgabe 1.39
Wir unterscheiden vier Falle:

(I) = > 6.Betragszeichen konnen weggelassen werden, da das Argument positiv ist.
Nach Multiplikation mit 2(6 — x) ergibt sich jedoch 2z 4+ 6 < 6 — x (Relations-
zeichen umdrehen, da Multiplikation mit negativer Grofie) und damit x < 0
was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

(IT) = = 6. Dieser Fall ist nicht definiert, da Division durch Null auftréte.

(III) —3 <z < 6. Betragszeichen werden weggelassen. Es ergibt sich:
r+3>3—3und %x>0, also x > 0.
Losung sind also die z mit 0 < z < 6

(IV) = < —3. Betragszeichen werden weggelassen, ihr Inhalt mit -1 multipliziert. Hier
erhélt man:
—3—x>3— 3 oder —6 > 7, also x < —12.
Diese x erfiillen alle auch die Bedingung x < —3.

Damit gilt die Ungleichung fiir alle € (—oo0, —12) U (0, 6)

Aufgabe 1.40

a) Werten zuerst Zahler und Nenner des groBen Bruchs getrennt aus:
Zahler: Erweitern den Bruch mit 1+ 2i und verwenden 3. binomische Formel:
L 40 —20i  20(2 —i)(1+ 2i)
1—2i )
Nenner: Bilden den Hauptnenner (5 + 2i)(5 — 2i)

(5—20)—(5+2) -20-2 4

(5+2)(5—2i) 25-4i2 29

= 4(4 + 3i)

Betrachten nun den eigentlichen Ausdruck:

1z 14(4+30)  4+3i

- 43
29n 29 —55 i

= 344
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Der Betrag dieser komplexen Zahl ist gleich /3% + 42 = 5. Das Argument errechnet
z.B. sich aus tan ¢ = —% und der zusitzlichen Uberlegung, dass die komplexe Zahl
im II. Quadranten liegt. Es gilt arctan—% = —53.13°. Da ¢ im II. Quadranten
liegt, folgt ¢ = —53.13° + 180° = 126.87°. Die trigonometrische Darstellung
lautet also 5(cos 126.87° + isin 126.87°).

Hier fangt man besser mit der trigonometrischen Form an. Offensichtlich ist
1+i=+v2(cosZ+isinZ) und 1—i=+v2(cos(—Z)+isin(—%)). Damit gilt

4 4
1 - 1)2002 1) Los2
(1 —1)198 1—i

_ s . w20 \/i(COSE—l—isin%) 1982
_-(V§@DSZ”+IQHZ)> <v§0msb—§)+iﬂnp—§»)

1982
= \/520 cos Hm +isindw cosz —i—isinI
2 2

=2'"(=1) (cos 9917 + isin 9917) = —2'%(cos m + isin7) = 1024.

Das reelle Ergebnis 1024 kann komplex algebraisch als 1024 401 und trigonome-
trisch als 1024 (cos0 +1i sin0) dargestellt werden.

Aufgabe 1.41

a)

b)

Setzt man die Darstellung von z in die Ungleichung ein, so ergibt sich:

lz+iy| < V|Re(z +1iy)| <= Va2+12< |z = 22+97< 7).

Zum Auflosen des Betrages fithren wir eine Fallunterscheidung durch:

1. Fall: x > 0 Betragszeichen werden weggelassen. Erhalten

=~ =

2
2, .2 1 2
r+y <z <+ (x—§)+ﬂ/§
Dies entspricht einem Kreis mit Mittelpunkt (1/2,0) und Radius 1/2. Seine
Punkte haben alle eine nichtnegative x—Koordinate, so dass er vollstdndig zur
gesuchten Menge gehort.

~—~

2. Fall: x < 0 Betragszeichen durch Multiplikation mit —1 ersetzen. Erhalten

2 2 N, 1
+y < —x <+ x+§ +y SZ
Dies entspricht einem Kreis mit Mittelpunkt (—1/2,0) und Radius 1/2. Seine
Punkte haben alle eine negative x—Koordinate, so dass er vollstindig zur
gesuchten Menge gehort (bis auf (0, 0), dieser Punkt ist aber schon im anderen

Kreis enthalten).
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Damit ergibt sich folgendes Bild:

0.4+

0.2

B 05 0 05 1

-0.24

-0.44

19.2 Lineare Algebra

Aufgabe 2.6
AB = ( 8 8 ) (Produkt von Nichtnullmatrizen kann Nullmatrix werden!),
-6 8 —12 47 13
BA=| -9 12 —-18 | (BA # AB!), AC existiert nicht, CA = ( ),
—6 9 —15
-3 4 —6
2 -2 4 -8 00
ATC = 4 7|, cTA= ., ABC = , CBA ex.
-5 7 —11 00
-8 —11
nicht
Aufgabe 2.7

YAX existiert nicht,

YTAX = (2 —3)(3_10) —1 =(3 -8 —6) —1 =5

1 22 1 |
Aufgabe 2.9
213 2 4 4 12 14 28
a) A=AJA = 421 202 |=[ 14 18 26
121 226 8 6 14
200 100 12480
byr=A| 100 | +AJ | 80 | = 12960
300 0 6660

Es werden 12480 Einheiten Ry, 12960 Einheiten Ry und 6660 Einheiten R3 benotigt.
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Aufgabe 2.13

— N |- O AN
_
m. @) O HO O O -
%A o — OO0 O - O
%o @) O oI H O O
xl o O OoO+H O O O
r~ <t |-~ <H
—
< — AN O [<H — A
& —
%. (A — O O — O
%o (@) o oMM —H O O
xl o O OoO+H O O O
— O D~ (D~ — <f D~
— o — —
[
< | Too] S < —~ AN
& — — —
[
™ (o] S oM —H O O
& —
o™ 1O 1O ™M |AN — ™
8 RNE
xl <t o OoOI+H O O O

Spaltentausch wegen 0 auf

1

r1=—1,20=2,23=0, 24

Hauptdiagonale, dabei &ndert

sich Variablenreihenfolge

Aufgabe 2.14

Gaufscher Algorithmus:

50
20

12000
01000

50
60

1
0

0| 50
60

0
0

2
1

00 8
00 -1

1
0

400 0] 100
020 4]

2
3

0 3|

1

1

3|
0 22| 300
3 —5|—45

1

90

0

0 3 2 6] 100
2 —7]-90

0

30
90

0120]

302 2]

1
0

00 -3

SO O O
— N — Lol
oo oo
SO O —-H O
OO H O O
O —= O O O
— O O O O
S O W O O
0 O <t | —

OO M 4 OO
|

O 4 O OO

aN— O O OO
=)

DO N O D
[

SO M~
| —
O - OO
N — O OO

1
0
0
0
0

5, T5 = 10

Losung: x1 = 10, 2o = 20, z3 = 10, x4
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Aufgabe 2.15

1 -2 3| -4 1 =2 3 —4
2 1 1 2 0 1 -1 2
1 a 2 b 0 a+2 —1| b+4
1 -2 3 -4 1 -2 3 —4
0 5 =5 10 0 1 -1 2
0 a+2 —1]|b+4 0 0 a+1|b—2a

fir a # —1 rang(A) =rang(Aly) =3 = genau eine Losung,
fira=—1, b= —-2gilt b—2a =0, rang(A) =rang(Aly) =2

= unendlich viele Losungen (3 — rang(A) = 1 frei wahlbarer Parameter),
fir a=—1, b#—2 gilt b—2a#0, rang(A)=2#rang(Aly)=3 = keine Losung

Aufgabe 2.17

a) 11 -1 2-8 1 1-1 20 -8 11-1 2/-8 11-1 2| -8
12 1-1413 0 1 2 -3 21 01 2 -3 21 O1 2 -3 21
21 2 1311 0-1 4-3 27 00 6 —6] 48 00 1 -1 8
34 5 -3 A 0 1 8-9M24 00 6 —-6/M3 00 0 O0|A45

b) l6sbar nur fir A —45 =0, d.h. A =45
c) Fiir A = 45 ergibt sich 11 -1 2/-8
01 2 -3 21
00 1 -1 8

1 1
0 1
0 1
T -5 —2
i) 5 1
d.h. x1=—5—-2x4, xo=>5+x4, x3=8+x4, also ( ( 3 +t 1
0 1

Aufgabe 2.18

a) Gaufischer Algorithmus:
—2 310 -2|8 1 -3/2-1/201|-4 1 -3/2-1/20 1| -4
2 342 3|3 0 0 521]1 0 0 5/21 1/2]|11/2
1 _5

r1 = —4+ Sry + 503 — X5, Ty =5 — 5Ty — 57,
To 0 1 0 0
€3 = 0 + T2 0 + T3 1 + x5 0
11 5 1
T4 2 0 —3 —3
Ts 0 0 0 1

b) GauBscher Algorithmus:
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2 310 -2|8 -2 310 -2|] 8 -2 310 -2 8
2 -342 3|3 10 —150 2 11]-29 5 —15/2 0 1 11/2 | —29/2
ZL‘3:8‘|—25E1—3$2+2$5, ZL‘4:—2—29—5I'1+%ZL'2—1—21$5,
) 0 1 0 0
To 0 0 1 0
T3 = 8 | +x 2 | +a] -3 | +x5 2
O I B s
x5 0 0 0 1
-5
0
c) z.B. aus a) mit 25 =0, x3 =0, x5 = 1 ergibt sich 0
5
1
AN
1 0 0
f) z.B. aus a): 0 |, 1], 0
o] 2] |
0 0 1

g) Nein, es gibt nur n — rang(A) = 5 — 2 = 3 linear unabhéngige Losungen.

Aufgabe 2.19

a) =3 24 9 4|18 -3 12 52|09

5 1 11

3 =22 6 —1|15 001 2 4|4

-2 12 2 2|9 -2 10 —% 1 —1?

0 06 15 33 001 2 4|4

Ty = =24 301 + 504 — 5, Ty =G — 5Ty — 505

T 0 1 0 0
Ty -2 3 z -1
g = S| +s| 0]+t -3 ]|+u| -3
4 0 0 1 0
s 0 0 0 1

b) Z.B. ergibt sich mit s=2,t=0,u=1 die Losung x1=2,25,=0,23=>5,24=0,x5=1.

¢) Linear unabhéngige Losungen konnen z.B. aus der Losung von a) entnommen

1 0 0

3 1

5 2 -1
werden: 01, — % , — %

0 1 0

0 0 1
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d) Nein, die allgemeine Losung des homogenen Systems enthélt

5 —rang(A) = 5 — 2 = 3 frei wihlbare Parameter. Es gibt also nur 3 linear
unabhéngige Losungen.

Aufgabe 2.21

xy1 bis x4 seien die zu produzierenden Mengen der Waschmittel 1 bis 4 in Tonnen.

Dann muss folgendes Gleichungssystem gelost werden: %xl —f-%l’g +ix4 = 2
%xl —F%l'g +%«T4 =3

T +%x3 —i—%.m =1

T1,T2,T3, T4 Z 0

Gaufscher Algorithmus:

10114 10 144 10 1 14 10 1 114 100 & |
11015 01 -11]1 01 -1 3|1 01 -1 3|1 010 %1
012 21 01 2 21 00 2400 00 1 &0 001 &
Also gilt 1 =4 — 1—76954, To=1— 1%954, T3 = —1—163:4, aus letzterem und der Nichtnega-

tivitdtsbedingung folgt x3 = x4 = 0 und damit x; = 4, x5 = 1 als eindeutige Losung.
Somit miissen 4 t Waschmittel 1 und 1 t Waschmittel 2 produziert werden, wahrend
die Waschmittel 3 und 4 nicht zu produzieren sind.

Aufgabe 2.29

1 11
Inversion von 2 2 4
2 1 1
1 1 1] 100 111]| 1 0 0 100]-1 0 1
224|010 011|2 0 —1 010|3—1/2—1
2 1 1| 001 001|—1 1/2 0 001|71 1/2 0
1 1 1] 100 T10] 2 -1/2 0
0 0 2/-210 010] 3 -1/2 -1
0 -1 —1|—201 001|—1 1/2 0
-1 0 1 2 11 —4 6 1
3 -3 -1 4 -6 0 | = 6 -1 1
-1 % 0 -2 7 2 0 —4 -1
oder:

Die gesuchte Matrix X = A7!'BT kann durch Lésung des Gleichungssystems

AX = BT ermittelt werden:
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11 1] 2 1 1 111]2 1 1 100]-4 6 1
2 2 4] 4-6 0 011|6-5 0 010| 6 -1 1
2 1 1]-2 7 2 001]0 —4 -1 001] 0 —4 -1
1 1 1] 2 1 1 110[2 5 2

0 0 2| 0 -8 —2 010]6 -1 1

0 -1 -1]-6 5 0 0010 —4 —1

Aufgabe 2.5

Typen: A: 2x3, x: 3x1, y: 2x1

a) yAx: 2x1 - 2x3 - 3x1: unvertréglich, nicht definiert

b) yTAx: 1x2 - 2x3 - 3x1 — 1x1: Zahl

c) XTAy: 1x3 - 2x3 - 2x1: unvertriglich, nicht definiert

Q) xT(yTA) : 1x3-(1x2-2x3)T 2 1x3- (1x3)T £ 1x3-3x1 — 1x1: Zahl
e) Axy': 2x3 - 3x1 - 1x2 — 2x2: Matrix

f) yxTA: 2x1 - 1x3 - 2x3: unvertriiglich, nicht definiert

g) ATyxT: 3x2 - 2x1 - 1x3 — 3x3: Matrix

Aufgabe 2.10

3 1 0 3=r
a) 8l=rl2]+s|1 8=2r+ s = s=2
17 3 4 17=3r+4s stimmt fir r=3, s=2,
3 1 0
also 81 =312 ]+2(1 Linearkombination.
17 3 4
2 1 0 2=
3)l=r|2]+s|1 3=2r+ s = s=-1
1 3 4 1=3r+4s nicht erfiillt wegen 3r+4s=2,
es gibt also keine Parameter r, s, die das erfiillen, somit keine Linearkombination.
1 0 2
b) 2], 1], 3 | sind linear unabhéngig. Jedes System von 3 linear unabhén-
3 4 1

gigen Vektoren des R? ist Basis des R®. Also handelt es sich bei den 3 Vektoren
um eine Basis.

3 1 0 2
8|l=r|2]|+s|1]|+t]| 3] gilt offensichtlich fir r=3, s=2, t=0.
17 3 4 1
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1 1 0 2 1= r +2t r=1-2¢
5]l=r2|4+s|l 1]+t 3 5=2r+ s+3t s=5—2r—3t
16 3 4 1 =5—244t—3t=3+t¢

16=3r+4s+ t 16=3r+4s+t
=3—6t+12+4t+1,
t=—1, r=3, s=2, also

1 1 0 2
ol =3(2]|+2(1]~—
16 3 1

Aufgabe 2.11

a) 2 10 110 110 11 0
321 321 031 01 1
134 1 3 4 02 4 00 -1

Durch elementare Umformungen ergibt sich eine Dreiecksmatrix mit von Null
verschiedenen Elementen bis zur 3. Zeile. Also ist der Rang der Matrix 3.

oder:
2 1 0

Die Vektoren | 3 |, 2 |, | 1 | sind nach Aufgabe 2.10 linear unabhéngig. Da
1 3 4

die Matrix 3 linear unabhéngige Spalten hat, ist ihr Rang 3.

b) 3 10 1 30 1 30 1 30
8 2 1 2 81 0 21 0 21
17 3 4 3 17 4 0 8 4 0 00

Durch elementare Umformungen ergibt sich eine Dreiecksmatrix mit von Null
verschiedenen Elementen bis zur 2. Zeile. Also ist der Rang der Matrix 2.

oder:
3 1 0
Die Vektoren 81,12, 1] sindnach Aufgabe 2.10 linear abhéingig. Also
17 3 4
hat die Matrix keine 3 linear unabhéngigen Spalten. Da z.B. die 2. und 3. Spalte
voneinander linear unabhéingig sind (sonst miisste eine Vielfaches der anderen
sein), gibt es 2 linear unabhéngige Spalten, so dass der Rang der Matrix 2 ist.

c) 1100 1 1 00 1 100
1 010 0 -1 10 0 -1 10
2 4 6 8 0 26 8 0 0 8 8

Durch elementare Umformungen ergibt sich eine Trapezform mit von Null ver-
schiedenen Elementen bis zur 3. Zeile. Also ist der Rang der Matrix 3.

oder:
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Die Losung des Gleichungssystems aus Aufgabe 2.20 enthélt einen frei wihlba-

ren Parameter. Da 4 Variable gesucht sind, betrégt die Zahl der frei wahlbaren

Parameter 4 — rang A, so dass rang A = 3 ist.

d) Da offensichtlich keine Zeile Vielfaches der anderen Zeile ist, sind beide Zeilen
linear unabhéingig. Da die Matrix nur 2 Zeilen hat, betragt ihr Rang 2.

Aufgabe 2.37

a) Ausgangsstoffe — Zwischenprodukte Zwischenprodukte — Endprodukte

‘ je Z1 je Zy je Zs ‘ je By je By je Ej
Ay ) 6 4 Z 2 3 1
A 2 0 2 Zy 3 2 1
As 1 2 2 Zs 1 0 1
5 6 4 2 31
A= 20 2 B=|3 21
1 2 2 1 01

Ausgangsstoffe — Endprodukte
direkt iiber Zwischenprodukte:

‘ je E1 je E2 je E3

A 5 0 0 5 6 4 2 31 32 27 15
A, 0 0 0 AB=|2 0 2 3 2 1)= 6 6 4],
A, 0 0 0 12 2 1 01 10 7 5
50 0 37 27 15
c=10 0 o insgesamt also D = AB + C = ( 6 6 4
00 0 10 7 5
10 20 37 27 15 10 5 6 4 20
byD|l20 | +A[ 0] = 6 6 4 200 +1 2 0 2 0
30 0 10 7 5 30 1 2 2 0
1360 100 1460
= 300 | + | 40 ) = 340
390 20 410

Es werden 1460 Einheiten A;, 340 Einheiten A, und 410 Einheiten A3 benotigt.

Aufgabe 2.38
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a) 2wy + x9 +3x3 +4xy =7
1 + x3—2x, =3 = x1=3— 13+ 214,
To =T — 221 — 313 — 4y
=7—06+2x3 — 4y — 323 — 414,
To=1—123 — 814

1 3 —1 2
Also ist == o + x3 1 + x4 0
Tyq 0 0 1

b) 2[L‘1+l’2 +3173+4174:7
T 4+ 23—224,=3 = 2x4=2x1+23— 3,
$4:%$1+%$3—%>
172:7—2171—31'3—41'4
:7—2171—3ZL'3—21L‘1—2173+6,
To = 13 — 421 — b3

T 0 1 0
Also ist o | = 0 + 2 0 + x4 1
3 1 1
T4 3 2 2
c¢) Einsetzen von x1=1, zo=—1 ergibt 14+3x3+42,=7 3z3+4x,=06 ‘ +
1+ @3—224=3 33—2x4=2 | 2
2.%'3-'-433'4:4 ‘ —
173:2, 17420
X1 1
Die gesuchte spezielle Losung ist also ? = _;
3
Ty 0

d) Nach a) gilt fiir jede Losung 7 = 3—x3+2z4, 2o = 1 —23—8x4. Wenn alle
Komponenten positiv und ganzzahlig sind, gilt insbesondere x3 > 1, 24 > 1
Daraus folgt —x3<—1, —8x4<—8 und damit zo=1—23—81r,<1—-1-8=-38.
Somit kénnen nicht alle Komponenten einer Losung des Gleichungssystems positiv
und ganzzahlig sein.

e) Z.B. ist nach a) jede Losung des Gleichungssystems darstellbar in der Form
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T 3 —1 2
i) . 1 —1 -8
v — 0 + sl [+t g steR
Ty 0 0 1
S—— SN—— N ~~
allg. Lsg. spez. Lsg. allgemeine Losung des

inhom. GS inhom. GS homog. Gleichungssystems

Somit lasst sich die allgemeine Losung des homogenen Gleichungssystems z.B. in

X1 —1 2
) —1 —8
der Form =s +1 , s,t € R darstellen.
T3 1 0
Ty 0 1

Aufgabe 2.36

a)

Addieren der beiden Gleichungen liefert —xo + 225 =3 = x5 = 225 — 3.
Einsetzen dieses Resultats in die erste Gleichung fiithrt auf

x1 —2(2x5 — 3) + x3 — x4 + 3w5 = 1, also 1 = —x3 + x4 + x5 — 5. Wir fiihren frei
wéhlbare Parameter x3=7r, r4=s, x5=t ein und erhalten die allgemeine Losung

T -5 —1 1 1
Ty -3 0 0 2
r3 | = 0l +r 11 +s]0]+t]| 0. Eine spezielle Losung erhélt
x4 0 0 1 0
Ts 0 0 0 1
T -5
i) -3
man z.B., wenn man r = s =t = 0 setzt, esist dann | z3 | = 0
Ty 0
T5 0

Das Gleichungssystem ist 1osbar genau dann, wenn die Rénge der Koeffizienten-
matrix und der erweiterten Koeffizientenmatrix iibereinstimmen. Da sowohl die
Koeffizientenmatrix A als auch die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) zwei Zei-
len enthalten, die offensichtlich nicht voneinander abhéngig sind, gilt rang(A) =
rang(A|b) = 2, das Gleichungssystem ist 16sbar. Die allgemeine Losung enthilt
n — rang(A|b) = 5 — 2 = 3 frei wéhlbare Parameter.

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems setzt sich zusammen aus einer
=5
-3

speziellen Losung des inhomogenen Systems (hier 0 |) und der allgemeinen
0
0
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Losung des homogenen Systems, die als Linearkombination von n — rang(A|b)
linear unabhéngigen Losungen des homogenen Systems darstellbar ist. Drei linear
unabhéngige Losungen des homogenen Systems sind also die die allgemeine Losung
des homogenen Gleichungssystems aufspannenden Vektoren

-1 1 1
0 0 2
11,10 ] und | O
0 1 0
0 0 1

d) Nein! Wie oben gezeigt, ist jede Losung des homogenen Systems eine Linearkom-
bination der n — rang(A|b) = 3 unter ¢) angegebenen Losungen, d. h., sie ist von
diesen linear abhéngig. Mit anderen Worten: Der Losungsraum des homogenen
Systems wird von nur drei Vektoren aufgespannt, es kann in ihm also keine vier
linear unabhingigen Elemente geben.

Aufgabe 2.39

Anwendung des GauBlalgorithmus auf das Gleichungssystem liefert:

1 1 1|3 1 1 1 3 1 1 1 3
1 2 3 14 0 1 2 1 01 2 1
2 =3 a|b 0 =5 a—2 |b—-6 0 0 a+8 | b—-1

Damit wird ersichtlich:

— Im Fall a = —8 ist rang(A) = rang(A|b) = 3, also existiert genau eine Losung.

— Im Falla = —8, b # 1ist rang(A) = 2 # 3 = rang(A|b), also gibt es keine Losung.

— Im Fall @ = —8, b = 1 ist rang(A) = rang(A|b) = 2 < 3, also gibt es unendlich
viele Losungen.

Aufgabe 2.40

a) Die inverse Matrix existiert genau dann, wenn det A #0 gilt, also, wenn ad—bc#0
ist.

b) Anwendung des GauBalgorithmus liefert im Falle a # 0, ad — bc # 0

a b1 0 1 g % 0 Lo addfbc _adgbc
c df0 1 0 ad;bc _g 1 01 _adibc adibc
1 211 1 b 1 0
c df0 1 0 1 _adibc ad(ibc
o 1 1 d —b 1
Somit ist A7 = . Durch Berechnung von A7 A kann man
ad—bc \ —c a

sich davon {iberzeugen, dass diese Matrix auch im Falle a = 0 inverse Matrix ist,
im Falle ad — bc = 0 existiert die inverse Matrix nicht.
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Aufgabe 2.41

a) 1 2 3 4/ 1 0 00 1234 1 0 0 0
319 2/ 0 1 00 0102 2 -2 0 0
2 4 1 3 0 0 10 0010 -5 -2 - 1
4 5 12 5/ 0 0 01 0001 4 = 0 —1
1 2 3 4/ 1 0 00 10002 2 2 3
0 -5 0 -10/ =3 1 00 0100 —-£%£ -4 o 2
0 0 -5 =5/ -2 0 10 0010[—% -2 -1 1
0 -3 0 —-11| -4 0 01 0001 &4 2 0 -1
1 2 3 4/ 1 0 00
0o 1 0 2 g -1 00
0 0 1 1| 2 0 -+0
0 0 0 —5|-% -2 01

-2 19 15 -—-15
1 -7 —11 0 10
. -1 _ -
Esist also A7 = 5% 1 _3 _s 5

11 3 0 =5

b) Az = b= x = A"'b. Um die ermittelte inverse Matrix nutzen zu kénnen, miissen
beim zweiten Gleichungssystem die 2. und die 3. Zeile vertauscht werden. Durch
den Zeilentausch dndert sich die Losung des Gleichungssystems nicht.

0 -1 7 -1
DT . a5 1 1 1 B 2
Die Losungen sind A o | = 1 und A 9 = 0
8 —1 11 1
19.3 Eigenwerte
Aufgabe 3.6
3 —10 —10 3 0
a) detA =10 3 0 :3) 5 9 ‘:3(—6):—18
0 -5 =2
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10 10 1 10 1 25 5
b) 3 -10 =10|1 00 1 -2 974 0 0 1 -20|:-% -3
0 3 0/010 0 1 o0f0 & 0 0 10/0 4 0
0 -5 —=2|001 0 0 —2|0 2 1 0 01/0 =2 —3
10 10 | 1 10 10 1 1 5 5
1 -3 -5|3500 =5 —-%5|5 00 L0015 —35 —3
0 1 0f020 0 1 0|0 % 0 0 10[0 % 0
0 -5 —2|001 0 0 1]0—-2—3 0 010 =2 —3
1 5 5
1 -5 3 ' 2 —10 —10
At=(0 £ O0]=zl0 2 0
0 -2 -1 0 -5 -3
3—A —10 -10
)| 0 3-X 0 :(3—/\))3__5)\ _(;A‘—(s A(=2—=X) =0
0 -5 =2
— /\1/2:3,)\3:—2
EVzuXp=3 0 —-10 -10 EV zu A3 = — 5 —10 -—-10
0 0 0 0 5 0
0 -5 -5 0 -5 0
0 1 1 I -2 =2
0 1 0
I 0 -2
To = —x3, xp beliebig, 0 1 0
1 0 2
EV C 0 + D —1 T = 2l‘3, To = O, EV E 0
0 1 1
Aufgabe 3.7

<1et(2__1A 45)\):(2—)\)(4—)\)+5:8—6)\+/\2+5:)\2—6/\+13:0

=> Kigenwerte sind A, =3 £+v/9—-13=3421.

Eigenvektor zu 3 + 2 Eigenvektor zu 3 — 27

EETT -0 EIET
L T 4
0T Se 0
:>EV:( : ) :>EV:( ﬁ")
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Aufgabe 3.5
2
Lassen o = 1 | unverdndert und bestimmen &, so, dass &y, = xy — Ax; und
-2

&y - 1 = 0 (Orthogonalitit) gilt. Es muss also gelten:

7 2 2 7—2) 2
S =x{ 1| || 1)=( 5=X]|| 1]=20F20)+5-A=2(—42))
—4 —2 —2 —442X —2
7 2 1
=-OA+27T=0 = A=3, @xm=| 5|-3( 1[|=]2
—4 —2 2
1
Somit ist unser neues, orthogonalisiertes Vektorsystem 11,12
—2 2
Aufgabe 3.10
-2 0 -5
a)detA=| 0 3 0|=-2-3-6-3-3-(-5)=-36+45=09
3.0 6
b) =2 0 5|1 0 0 10 20 00 3 100 20 2
030[010 01 0 0121 0 01 0] 04 0
306[(0 01 00 -1 10 2 001/-10 -2
102001 1o 2/ 00 1
010[0 3 0 01 0] 031 O
-2 051 00 00 1|-1 0 -2
2 0 2 . 6 0 5
A= 0 3 0 =z 0 1 0
-1 0 -2 -3 0 -2
—2-X 0 =5
)l 0 3=X 0 | =(=2=NB=N)(6-XN)+15(3=X)=(3—A\)(A2—4X—12+15)
3 0 6-X|=(3-N)(\-4r+3)=0, A =3, Ay3=2+141-3=3;1
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Eigenvektor zu Aj/2 = 3 Eigenvektor zu A3 = 1

-5 0 =5 ax+z=1 -3 0 =5 3Brx+52=1y=0
00 0 =2=-x 02 0 =2=-32,y=0
30 3 r=C,y=D,z=-C 3 0 5 r=3F,y=0,z2=—-5F
10 1 1 0 3 0 5 5
00 O EV C 0|l+D |1 01 0 EV E 0
00 O -1 0 00 O -3

d) Die Matrix B, fiir die B"'AB = D (mit D als Diagonalmatrix aus den Eigen-
werten) gilt, wird aus 3 linear unabhéngigen Eigenvektoren zusammengesetzt:

1 0 5 Invertierung
B=| 01 o0 10 5[100 105/ 10 0
-1 0 -3 01 0[0 10 010 01 0
-1 0 =3[0 0 1 001 40
10 5[100 100/ -2 0 -2
01 0/0 10 010/ 02 0
00 2|10 1 001 o0 1
Dies liefert die folgende Diagonalisierung:
L [3 0 -5 -2 0 -5 10 5
B‘lAB:§ 02 0 0 3 0 01 0
10 1 3 0 6 -1 0 -3
L [—3 0 =5 30 5 L (600 300
=5 02 0 03 O0l==(060|=[030]=
10 1 -3 0 -3 00 2 00 1
D.
Aufgabe 3.11
8-\ 3

Eigenwerte: det(A — \I) = ’ ’ =(8=N)(2-AN)+18=X—-10A+34=0

—6 2—-A

Eigenvektor zu \y = 5 + 3i Eigenvektor zu Ay =5 — 3i
3—3i 3 ' (1-i)z+y=0 3431 3 ‘ (1+i)z +y =
1—6. —31—31 y = (—1—|—i)l‘ 1—6. —3;—31 y = ( 1— 1)
—1 r=C,y=(—-1+i)C +1 r=D, 1-i)D
e y=( ) -2 —1+i y=(=1-1)
1—i 1 EV C( 11 ) 1+i 1 EV D< 11 )
0 0 BRRE 0 0 —i
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19.4 Vektorgeometrie im R?

Aufgabe 4.8
a) Bestimmung der Richtungsvektoren:
5 2 3 4 2
7"_f:2—1:1,r_):0 -1
1 0 0 0
x 2 2 2
=F:|y]|=11 +sr 4+t =1]|+s +t| —1
z 0 0 0
Bestimmung des Normalenvektors:
el e e 1
ng=det [ 3 1 1 |=¢e+26 —bez=[ 2
2 -1 0 -5
Bestimmung der rechten Seite durch Einsetzen eines Punktes der Ebene:
4
()7 (0| =1
0
x
=>E:(m)" |y | =a+2y—52=4
z

b) x-Achse: y=2=0 r=4 Punkt (4,0,0)
y-Achse: r=2z=0 2y =4  Punkt (0,2,0)

z-Achse: r=y=0 —5z =4 Punkt (0,0, —4/5)
4 —2
xy-Ebene: z=0 r4+2y=4=>r=4-2y T =(0]+t 1
0 0
4 5)
xz-Ebene: y=20 r—0z=4=>x=4452 r=10]+¢]0
) (0
0 0
yz-Ebene: x=0 2y —br=4=>y=2+5/2z T =2 |+t 5)
0 2

c) Einsetzen der Parameterform der Ebene E in die Gleichung der 2.Ebene:
(24+3s+2t)+3(1+s—t)+s=3=>2+T7s—t=0

2 3 2 6 17
t=2+4+Ts=>a=|1|+s|1|+2+7s)[-1]=|-1]+s| —6
0 1 0 0 1
1
d) Richtung des Lotes ist der Normalenvektor ng = 2 | der Ebene E
)
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6 1
Bestimmung des Schnittpunktes von 14 | +t 2 | und x + 2y — 5z = 4
—12 -5
6+t+2(14+2t) —5(—12—-5t) =4=>94+30t =4 =>t= -3
6 1 3
Schnittpunkt ist 141 -3 2|1 =18 ]: Lotfulpunkt
—12 -5 3
6 3 1
Abstand: | 14| -8 H =3 2 H =3v1+4+25=3V30~16.43
—12 3 -5
Aufgabe 4.9
1 2—-1 3—1 1 1 2
a)Z=|0|+A[2-0)+pu|-1-0])=[0]+A 2| +pl -1
1 0-—1 —-2-1 1 -1 -3
i 7k - 7
n= x| -1]=]1 2 —-1]|= 1 = -1
— 3 2 -1 -3 -5 5

1
2
1
7 r—1
—1 y—0] =0, T —y+5z=12

12 12
b) z—Achse: x =y =0, also 5z = 12, z = = d.h. Schnittpunkt (0,0, 3)

r—y—FEbene: 2 =0, also Tx —y =12, 2=0, y=—-12+T7x, 2=0,

T 0 1
d.h. Schnittgerade | vy | = | =12 | +t | 7
z 0 0

c¢) Schnittgerade: z+3y+2=3, 7o —y+ 5z =12

1 31| 3 1 3 13 1 3 1]3 1 -8 0]-3
7 -1 512 0 -2 -2|9 011 1] 0 11 1|
T —% 8
x:—%—l—Sy,z:%—lly, y | = 0]+t 1
z g —11

Schnittwinkel: Ebenen schneiden sich im gleichen Winkel wie ihre Stellungsvekto-
ren, d.h.
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1 7
31| —1
1 bt
(Y = arccos = arccos 9 ~ 71.74°
1 7 V11 V75
3 —1
1 b}
7 17 7
d) Auf 7z —y+5z = 12 steht | —1 | senkrecht, d.h. Lotist ¥ = 2 | +¢ | —1
5 9 5

Im LotfuBBpunkt gilt 7(17 + 7t) — (2 — t) + 5(9 + 5t) = 12,
162 + 75t =12, 75t =—150, t= —2, also ist

17 7 3 7
21 -2 -1 =| 4| LotfuBpunkt, |2 [ =1 || = 2v/75 = 10v3 ~ 17.32
9 5 —1 5

Abstand.

Aufgabe 4.12

5 —4 4
a) Parameterform: = [ 4 | +s 61 +t] 3
2 1 2
t 3 k 9 3
Stellungsvektor: n=|—-4 6 1|= 12 | = 4
4 3 2 —36 —12
3 x 3 5
Also lautet die Ebenengleichung parameterfrei 4 y | = 4 41 =
—12 z —12 2

7,dh. 3z +4+4y—122=T7.

7 7
b) y-Achse: x=2=0 — 4dy=17, y= T Schnittpunkt (0, 7 O)

Winkel zwischen dem Stellungsvektor der Ebene und y—Achse:

3\ /0
R
—12/) \o 4 4 R
cosf= 3 NI~ 3113 o T
4 1
12 0

Da der Stellungsvektor senkrecht auf der Ebene steht, ist der gesuchte Winkel
zwischen der Ebene und der y—Achse ungefihr 17.92°.
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7/3
7
c) z—z2—Ebene: y=0 = 32—12z=7, z = §+4z, Schnittgerade x = 0]+
0
4
t10
1
Die Ebenen 3x+4y—122=7 und y=0 schneiden sich im gleichen Winkel wie ihre
3 0
auf ihnen jeweils senkrecht stehenden Stellungsvektoren 4 | und | 1 |, wie
—12 0
unter b) bereits berechnet also im Winkel von ungeféhr 72.08°.
3
d) Da der Stellungsvektor 4 | auf der Ebene 3z+4y—122="7 senkrecht steht,
—12
7 3
lautet die Geradengleichung des Lotes x = 18]+t 4
—21 —12

e) Der Lotfulpunkt ergibt sich als Schnittpunkt von Lot und Ebene durch Einsetzen
der Geradengleichung des Lotes in die Ebenengleichung;:

3(7+3t)+4(1844t)— (—21—12t) = 7, 169t = —338, t = —2.

7 3 1
Also ist der LotfuBBpunkt 18 -2 4 = | 10 | und der Abstand als
—21 3
1 3
Léange des Lotes 10 4 =2-13=206
3 —21 ~12 -
Aufgabe 4.14
— 1 — 4
a) Der Spat wird aufgespannt von den Vektoren b=AB=| 1], c=AC= | 2
2 6
. 2
und d = AD = 4 1. Die Ortsvektoren der Eckpunkte lauten somit
10

—
x=0A= ,x+b= ,x+c=|3 |, x+d= 5 1,

— = O

oo

1
2
3
5 6 7
x+b+c= | 4 |, z+b+d = ,xtet+d = 7 | und x+b+c+d =
9 17 19
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14 2
b) V=1|b-(exd)|=||1 2 4| |=20+32+12-8-40—24/=|-8|=8
2 6 10

1

c) Die Oberfliche besteht aus 3 Paaren einander gegeniiberliegender Parallelogram-
me. Diese haben die Flacheninhalte

1 3 k 2
bxe|={1 1 2||= 2 ||| = V12,
4 2 6 -2
1 3 k 2
lbxd||=]|1]1 1 2[||=| -6 ||=v44 und
2 4 10 2
it jJ k —4
lexd||=1[{4 2 6|||=][-28]|=+v0odd.
2 4 10 12
Der Oberflicheninhalt betriigt somit O = 2(v/12 + /44 + 1/944) ~ 81.74.
4
2
d) < CAB 6 5 < 10.89°
= arccos = arccos ——— =~ 10.89°,
V656

26 o
= arccos —— ~ 14.31°,

V6v/120

< DAB = arccos

< DAC = arccos

= arccos L ~ 22.01°

V/56+/120

259



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

19.5 Hauptachsentransformation

Aufgabe 5.2

a b a c\ _ [(a c a by (10
c d b d) \ b d cd) 01
a?+b* ac+bd - a’?+c ab+cd (10
ac+bd *+d*> ) \ab+cd V*+d*> ) \0 1
- 1) a®+P=ad*+=V+d*=+d*=1
N (2) ac+bd=ab+cd=0

Aus (1) folgt b* = ¢*, d* = a*> => d = +a.

o a#0 =>c=7Fb
Aus (2) folgt bd = —ac => { a =0 Dann gilt dennoch wegen (1) ¢* = > => b = Fc.

Also gilt A = ( @ ¥ > und a? + % = 1.
c *a

Da —1 < a <1 kann a = cos « gesetzt werden. Dann ist ¢ = +sina , wobei der Fall
a = cosa , ¢ = —sina zuriickgefithrt werden kann auf a = cos(—a), ¢ = sin(—a).
cosa Fsina \ oo T= C'osoz*g— sina * 7
sina £ cosa y=sina*x&+cosaxn
einer Drehung des Koordinatensystems um den Winkel a in positiver Drehrichtung,
i Fall &= c.osa>|<§+sma>x<77

y=sinax&—cosax*xn
der Orientierung) hinzu.

Somit gilt A = entspricht
kommt eine Klappung um die &-Achse (Anderung

Also bedeutet eine Koordinatentransformation mit einer orthogonalen Matrix eine
Drehung und ggf. Klappung des Koordinatensystems.

Aufgabe 5.4
06 n(23)() e ()
‘? _1)\‘:)\2—1:0, Aijg = £1

. -1 1 1 : 1
EVzu 1: ( 1 _1) EV( 1),n0rmlertﬁ< ),

1

1

‘ 1 1 —1 . 1 [ —1

EV zu —1: ( 1 1) EV( 1),normlert7< 1)
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veds( )= (e ) v ()
(;):%<1 _i><g),008azsina:%,a:
b (LG )3
enly 3)(5)reo(d)-

E—+2=0, (E+1)°"—=1:
Hyperbel, Mittelpunkt (—1,0), reelle Halbachse 1

Das transformierte Koordinatensystem entsteht durch Drehung um 45°.

Drehung um 45°

()(0)-

1

)—l

—
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b)
7 ¥
£
L1
1
1
S =
-1
Aufgabe 5.6
5 4 -1 T
(x Y z) 4 8 4 y | =12
-1 4 5 z
5—X 4 -1
det(A—X)=| 4 8-\ 4

~1 45—
—(B8=A)(B-AN)2—-16—16— (8 — A) — 16(5 — A) — 16(5 — A)
= (8= A)(A2— 10A+25) — 32 — (8 — A) — 32(5 — A)
= 8AZ — 80X + 200 — A3 + 10A2 — 25X — 32 — 8 + A — 160 + 32\
= A I8N - T2A =0 => A — 18X2 + T2A =0

)\120 )\2/3:9:l:\/81—7 :{162

EV zu 0 EV zu 6 EV zu 12

5 4 -1 -1 4 -1 -7 4 -1
4 8 4 4 2 4 4 —4 4
-1 4 5 -1 4 -1 -1 4 -7
1 —4 -5 1 -4 -1 1 -1 1
1 2 1 2 1 2 -1 4 -7
5 4 -1 1 -4 -1 -7 4 -1
1 -4 -5 0O 9 0 1 -1 1
0 6 6 1 0 1 0 3 -6
0 24 24 0 1 0 0 -3 6
1 -4 -5 1 -1 1
0 1 1 0 1 -2
1 0 -1 1 0 -1
0 1 1 0 1 -2
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1 —1 1
EV: A -1 EV: B 0 EV:C | 2
1 1 1
1 1 1 -1 1 1
norm. EV: — | —1 norm. EV: — 0 norm. EV: — | 2
V3 V2| V6 \

(1/\/3 ~1/v2 1/\/5)
V=

-1/v/3 0  2/V6
V3 1/v2 1/V6

1/vV/3 —1/v3 1/V3
VITAV = (1/\/5 0 1/\/5)
1/vV6  2/vV6 1/V6

1/vV3 —1/v3 1/V3
(1/\/5 0 1/\/5) 0 0  24/V6
1/v6  2/v6 1/V6 0 6/vV2 12/V6

0

0 0 0 0 0
0122 0 |=([056 o0
0 0 72/6 00 12

x § 3 00 0

(y> =V (77) = (£ n VAV (n)(é n <) (0 6 0

z ¢ ¢ 00 12
1

6 +12¢2 =12 => n*/2+3=1 => (n/vV2)* +¢% =

5 4 —1 1/vV3 —1/v/2 1/V6
4 8 4) (1/\/5 0 2/\/6)
14 5 1/vV3  1/vV2 1/v6

(0 —6//2 12/\/6)

Es handelt sich um einen
elliptischen Zylinder mit den
Halbachsen oo, v/2 und 1.
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Aufgabe 5.7
11 3 x
a) ( Ty z ) 1 51 y | =0
3 1 1 z
1—-X 1 3
1 5=Xx 1 = (1-2A4+X)(5-N)+3+3-956-XN)—(1=-X)—(1-)) =
3 1 1—A

5—10A 45X = A+2X 2 =X 4+6—-454+9A—24+22 =X+ 7\ -36=0

AM=6, (M7 +36): (A —6) =X = A =6, Aypy=aty/L1+2E=3 2
A3 -6\

2 +36

— A2 +6A
—6\ +36
—6X+36

0

Durch die Hauptachsentransformation entsteht 6£2 + 3n? — 2¢% = 0.

b) Schnitt mit &, 7-Ebene: (=0: 6£*43n°=0 = £=n=0: nur Koordinatenursprung
Schnitt mit £, (-Ebene: n=0: 6622¢?=0 = (==+/3¢: Paarsich schneid. Geraden
Schnitt mit n, (-Ebene: £=0: 3n*2(*=0 = (= :I:\/gnz Paar sich schneid. Geraden

c¢) Der Schnitt mit jeder Ebene ¢ = c ist eine Ellipse 6£? + 3n? = 2¢%. Die Halbachsen
der Ellipsen wachsen mit steigendem ¢, fiir ¢ = 0 reduziert sich die Ellipse auf
einen Punkt.

Der Schnitt mit jeder Ebene n=a¢ ist ein Paar sich schneidender Geraden

2
(=+ @5 . Es handelt sich also um einen elliptischen Doppelkegel.
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)

Aufgabe 5.10

a)

Kurve (I):

422 4 25y* — 562 + 100y + 196 = 4(2? — 14x) + 25(y* + 4y) + 196 =

4((x=T7)2=7*)+25 ((y+2)?—2%)+196 = 4(x—7)*—196+25(y+2)*> — 100+ 196 = 0,
(x -7  (y+2)

4(x —T7)* + 25(y + 2)* = 100, ot =1

Die Kurve ist also eine Ellipse mit dem Mittelpunkt (7,-2) und den Halbachsen 5

und 2.

Kurve (II):

202 + 2y — 280 + 20y + 76 =0 | :2

22 —14x4+49 — 49+ 92 + 10y +25 - 25+38 = (z — 7)2 + (y + 5)* — 36 = 0,
(x =T+ (y+5)? =36 =62

Diese Kurve ist also ein Kreis mit dem Mittelpunkt (7,-5) und dem Radius 6.
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Ellipse und Kreis

2 47 6 8 12

_21 .

—4-

—6-

-101

Aufgabe 5.12

— si 12
cos P S P p = arctan —
sin @ COSs ¢ 5

erhélt man mit dem Taschenrechner sin ¢ ~ 0.92307, cos ¢ ~ 0.38461. Man kann die
Werte der Winkelfunktionen aber auch rechnerisch ermitteln:

Die Transformationsmatrix fiir die Drehung lautet

12 12 sin sin . 9 144 . 9 .

p = arctan —, — = tanp = = , sin“p = —(1 —sin” p), sinp =
5 D cos 1 —sin®¢ 25

12

13’

12\* 5
cosp = {/1— (1—3) =13 Bei der Rechnung wurde hinsichtlich des Vorzeichens

von sin ¢ und cos ¢ beriicksichtigt, dass ¢ = arctan2.4 im I. Quadranten liegt. Da
der Tangens das Verhéltnis von Sinus und Kosinus ist, stehen Sinus und Kosinus
des Winkels im Verhéltnis 12 : 5. Durch die Verwendung pythagoreischer Zahlen
(5% 4+ 122 = 13?, analog 3? + 4% = 5%) wird die Rechnung erleichtert.

Zusammen mit der Verschiebung gilt fiir die Transformation des Koordinatensystems

()u(e )0 al)

1 1
ﬁ(5§ —12n—27) und y= 1—3(12{' + 5m + 20).

22
Setzt man dies in die Geradengleichung y = 4z + 3 ein und multipliziert zur Verein-

Esist also =z =

fachung die Gleichung mit 13, so erhédlt man
1264+5n+20 = 4(5{—12n—27)+22, 12£+5n+20 = 20§ —48n—108+22, 53n = 8£—106

8
und damit die gesuchte Geradengleichung 7 = 55 - 2.
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Aufgabe 5.13

Gegeben ist die Kurve (:L" y) (_128 _;gg) (;)—I—(l(}él —689) (;)—1—169:0.

a) Hauptachsentransformation
50 — A —120 ’ = (50 — \)(288 — \) — 14400 = 14400 — 338\ + A\* — 14400

—120 288 —A| =A2—-338A=0 = X\ =0, A\, =338
Eigenvektor zu A\y =0 Eigenvektor zu Ay = 338
50 —120 —288 —120
—120 288 —120 —50
5 —12 1 /12 12 5 1 (-5
0 0 = norm. EV E ( 5) 0 0 = norm. EV 5\ 12
. . x 1 /12 -5 ¢
Die Drehung kann also nach der Vorschrift = — erfolgen.
Y 13 5 12 n

Bemerkung: Selbstverstindlich kénnen die Eigenvektoren auch in anderer Reihenfolge anein-

-5 12 . .
12 5) nicht die Form

ander gesetzt werden. Allerdings ist zu beachten, dass die Matrix 1—15 (

(cosa —sin«

. ) hat. In diesem Falle kommt zu der Drehung eine Klappung um die {—Achse
sina  cosw

hinzu. Will man nur drehen, kénnte man in diesem Falle z.B. mit dem Eigenvektor %3 <_1g)

5
—12

1 12 5 50 120\ (12 =5\ (¢
169 (6 77)(—5 12) (—120 288>< 5 12> (77>
1 12 -5
+1—3(104 —689)( p 12) <§)+169:0,

(¢ n)(g 33g> (§7>+(—169 —676)(§)+169:0,

33872 — 1696 — 6767 + 169 =0, 2> —€ —dn+1=0, 2(n—1>—2—£+1=0,
E=20-1)"—1
b) Es handelt sich um eine Parabel mit dem Scheitelpunkt (£,7) = (—1,1).

o 1 — 12 d
0 (cosa smoz) (12 5), cosa = —, sina = —, am2262°

. . . 12
arbeiten und die Matrix %3 < 5) verwenden.

sin «v COoS (v :1_3 5 12 13 13

Bemerkung: Bei Verwendung der Drehmatrix %3 <_1g 1?) ergibt sich ein Drehwinkel von

—67.38° und die Darstellung n = 2(£ + 1)* — 1.
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Q)

-2

Aufgabe 5.14
§ —2 -2 x
Gegeben ist die Fliche (x Yy z) -2 5 —4 y | = 144.
-2 -4 5 z

8—A -2 =2 | =(8=A)(A2—10A+25)—16—16—4(5—\)—4(5—\)—16(8—\)

a)| =2 5—X —4 = XN+ 18\ =81 =-AA—-9)°=0
-2 4 5—=X = A =0, Ay;3=9
0 00 ¢
Die Hauptachsentransformation fiithrt auf (5 n C ) 090 n | =0,
009 ¢

also 92 +9¢* =144, > + (2 =42

Bemerkung: Die transformierte Matrix ergibt sich aus den Eigenwerten. Da in der gegebenen
Darstellung der Flidche keine linearen Terme enthalten sind, muss die Transformationsmatrix
nicht ausgerechnet werden.

b) n* + (% = 42 beschreibt einen Kreis mit Radius 4 in der n—(-Ebene. Da die ¢-
Komponente frei gewahlt werden kann, handelt es sich bei der Fliche um einen
unendlichen Kreiszylinder mit Radius 4.

268



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

19.6 Lineare Optimierung

Aufgabe 6.1

x1: Anzahl der herzustellenden Erzeugnisse FEj,
xo: Anzahl der herzustellenden Erzeugnisse FEj

Gewinn: 3r1+71r9 — max
Rohstoff R; : r1+3x5 < 50
Rohstoff Ry : 201+3z9 < 60
Energie: 5x1+8zy < 150
Arbeitszeit: %ZEH— To < 24
Nichtnegativitat: x1 >0, 292>0
Aufgabe 6.4

a) grafische Losung
(I) siehe Folie Abbildung 20.2

(IT) Minimierung durch Verschiebung des Zielfunktionsniveaus nach rechts unten

z = —x1 + 9 — —o0: Zielfunktion unbeschrankt

(III) Maximierung des Zielfunktionsniveaus in Richtung links oben
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Optimale Losung auf der Geraden 2z, — x5 = 2 zwischen den Schnittpunkten
(2,2) mit z;y = 2 und (3,4) mit —z; + 29 = 5:

T 2 1
= <t<1; =—
(), (3)re(a) versr e

(IV) Zuldssiger Bereich rechts von 27 = 2 und gleichzeitig oberhalb 3z; — 25 = 3
und unterhalb von 2z —xs=2 (jeweils einschliefllich): leer = Opt.aufgabe
unlosbar

b) rechnerische Losung
(IT) Variable: 2} =21 — 2, o, =29 —1,dh. 1 =2 +2, 29 =2, + 1,
ZF: —z=(2)+2) = (eh+ 1) =2, —ab+1,dh. 2/ =2 —a}, z2=—-2"—1
NB1: 2(2)+2)—(2h+1)—uy =2 — 22| —zh—u; = -1 — —22)+ah+u; =1
NB2: —(2) +2)+2(zh+ 1) +us =5 — —z)+22,4+u =5

Normalform: ) — — max
=220 + T+ =1
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— ) + 27 +us =5
Ty, xh, uy, us > 0
Ty xh up ug
BV CRB 1 -1 0 0 B 0
up 0| =2 1 1 01 |- alle a;; negativ —
uy 0 | —1 2 0 1|5 |- Zielfunktion unbeschrankt
-1] 1 0 o0]o0

(III) Variable: o} =21 — 2, o), =29 — 1, d.h. 2y = 2} + 2, 29 = 2§ + 1,
ZF: z = —4(2)+2)+2(2h+1) = —42)+224,—6, d.h. 2/ = —42|+22),, 2 = 2'—6
NBI1: 2(z{+2)—(zh+1)—uy =2 — 2z)—ah—u; = -1 — =22 +zb4u; =1
NB2: —(2) +2) +2(zh+ 1) +us =5 — —z)+22,—us=5

Normalform: —4a) + 27 — max
=220 + Ty +wy =1
— x| + 27 +uy =5
), xh, uy, uz > 0
o xh up u
BV ¢g|—-4 2 0 O|xpg| 0
u, 0 | =2 1 1 0|1 u; aus Basis ausschlieflen
u, 0 |—-1 2 0 1|5 /|3
4 1-2] 0 o0]o x, in Basis aufnehmen
g 2 |-2 1 1 0|1 |- alleA;>0= Max. bei 2{=0,2,=1,
uy 0 3 0 —2 1| 3 A; ist auch fiir Nichtbasisvariable x;
M 0 2 0] 2 gleich 0. = Weiterrechnung moglich
To 2 0 1 —% 2[3][3 alled;>0= Max. beia}=1,1,=3,
ry —4| 1 0 —% % 1 A; ist auch fiir Nicht-BV u, gleich 0.
0 0 2 [0]] 2 Weiterrechn. fiihrt zur. auf BV ), 2}

Alle Punkte auf der Kante zwischen den Ecken (2, 2}) = (0,1) = (21, 22) =
(2,2) und (z),25) = (1,3) = (21,22) = (3,4) sind optimale Losungen,

T 2 1
dh (l‘;) t:(2)+t(2)7 O§t§17 Zopt:Zépt:2—6:—4.
op

(IV) Variable: ) = x; — 2, 2y, =29 — 1, d.h. 2y = 2] + 2, 29 = 2, + 1,
ZF: z=—(2] +2)+ (2h+1) = -2 +a,—1,dh 2/ = —2) +a}, 2=2"—1
NBI1: 2(z}+2)—(xh+1)—uy =2 — 22| —ah—uy = —1 — —2z)+xb4u; =1
NB2: 3(2]+2)—(25+1)+uy =3 — 3a|—ah+us = —2 — —32)+)—us =2

Normalform: — o)+ — max
-2z + oh +uy =1
/ /
=377 + T, — Uy = 2
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/ /
Ty, To, Ui, U2 Z 0

Da keine Basislosung ablesbar ist, wird eine kiinstliche Variable vy eingefiihrt
und zur Ermittlung einer ersten zulédssigen Basislosung die

Ersatzaufgabe:

—2x) + xh +wy

/ /

— Uy + Vo
/ /
Ty, Lo, U, U2, V2

— V9 — max

gelost (1. Phase der Simplexmethode).

Ty Ty, up uy vy
BV ¢g| 0 0 0 0 —1|ap| 6
w 0[-2 1 1 0 o] 1[[1]
v, —1[=3 1 0 -1 1| 2|2
3 -] o 1 o0]-=2
2, 0]—2 1 1 0 0] 1
v, —1|-1 0 -1 -1 1| 1
I 0 1 1 0f-1

Aufgabe 6.6

x: Anzahl Tische, y: Anzahl Stiihle

> 0

1
2

alle A; >0 = Maximum
der Ersatzaufgabe <0 =
zuléssiger Bereich der
Ausgangsaufgabe leer,
d.h. unl6ésbar

Gewinn: (260 DM — 180 DM) + y (45 DM — 30 DM) = 280 DM + y 15 DM

Zielfunktion
Nebenbedingungen Zeit

Normalform: 16x + 3y
4x + Y +u
6z + y + Uz
T, Y, Uy, U

or+1.25y <
Aufwand 180z + 30y <

— Imax
= 160
= 180
> 0
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5400
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Simplexschema

x Y U Ug
BV cg| 16 3 0 0| ap 0
u 0 4 1 1 0[160] 40
us 0 6 1 0 1[180] [30]
-16] -3 0 0] 0
u; 0 0 & 1 —2| 40/|[120]
16 1L o0 1] 30| 180
0 |- 0 51480
y 3 0 1 3 —2]120
16 10 -2 1]10
0 0 1 2[520

alle A; >0 == Optimum bei z = 10, y = 120,
d.h. maximaler Gewinn 5 * 520 DM = 2600 DM fiir 10 Tische und 120 Stiihle

oder:

grafische Losung

520

400

200

ZF-Niveaus

40
0_

-0

10 20 30

4t\4f
4 x+py-=160

6x +y=180

Maximum im Schnitt von 4z+y =160 und 6x+y=180: =10, y=120,
d.h. maximaler Gewinn 5 % 520 DM = 2600 DM fiir 10 Tische und 120 Stiihle
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Aufgabe 6.7

Zur Uberfiihrung in Normalform sind die Substitutionen o= —z} und z=—2' erfor-
derlich.

Normalform: 3x1 4+ 225+ 223 — x4+ x5 — min
2r1 + wH+ x3 — 6
T + 41'/2 + 24 = 8
211 + 22, + x5 = 12
Ty, ry T3, Ty, Tz >0
Simplexmethode:
Ty Ty Xz Ty Ts
BV Cp 3 2 2 -1 1 B 0
x3 22 1 1 0 0| 6|6
ra —1| 1 4 0 1 0] 8 x4 aus Basis ausschliefen
x5 112 2 0 0 1]12|6
2 2] o0 0 of16 x4 in Basis aufnehmen
3 T 0 1 —; 0| 4
xh 1 0 1 oo 2 alle A; > 0 = Maximum fiir
T 20 0 -3 1] 8 ri=0, 24" =2, xt=4, 2;=0, vi=8,
2 0 0 5 020 optimaler ZF-Wert 2" = 20

Nach Riicktransformation ergibt sich als optimale Losung der Ausgangsaufgabe
27 =0, 25 =-2, 25 =4, x; =0, zf =8, z"=-20.

Aufgabe 6.10

x1 Anz. herzustellende groflere Einzelteile, x5 Anz. herzustellende kleinere Einzelteile

Gewinn: (208 — 144)x; + (36 — 24)zy — max
Arbeitszeit: 4 + Te < 80
Kosten: 1442, + 24x, < 2160
Nichtnegativitat: 1, To > 0

Das Modell ldsst sich durch Division der Gewinnfunktion durch 4 und der Ungleichung
fiir die Kosten durch 24 vereinfachen zu

2 =z/4 = 16x; + 3z — max
4.%'1 + @2 < 80
6IL‘1 + @ S 90
Ty, Ty 2> 0,
die Normalform lautet 2’ = 16x; + 3 — max
4.%'1+ T2+ Uy = 80
6.%'1+ T2 + Us = 90
Ty, To, Uy, Uy > 0
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Simplexschema: 1 Ty U] Uy
BV ¢g| 16 3 0 0| x| 6
w0 4 1 1 0] 80| 20
u; 0 6 1 0 1] 90|[15]
-16] -3 0 0] 0
w0 0 & 1 —2] 20|[60]
1 1
z, 16 1 L0 L] 15| 90
1 8
0 -3 0 §]240
P 0 1 3 —2] 60
z, 16 10 -1 1| 5
0 0 1 2260

Alle Optimalitétsindikatoren sind positiv. Damit liegt das Optimum bei 2] =5, x5 =
60, 2/ = 260, z* = 42'* = 1040. Der maximal mogliche Gewinn liegt bei 1040 € er
wird erzielt, wenn 5 groflere und 60 kleinere Einzelteile gefertigt werden.

Aufgabe 6.11

3x1 + 2x9 — max ry=x1—-3, r1=27+3 3z} +9 — 22, — max

T+ x9 > 12 Th = —T9, Ty= —ab xp+3— o, > 12
201 + 22 > 20 22, +6 — zf, > 20
1 >3, 13 <0 x>0, 25>0

Statt 32 —2245+9 kann auch 32 —22/, maximiert werden. Die Normalform lautet somit
nach Einfithrung der Schlupfvariablen u; und us

3z — 2 — max
Ty — T —uy > 9
2x) — T —uy > 14
xy, xh, wy, us > 0 .

Eine zuléssige Basislosung ist nicht direkt ablesbar, deshalb werden die kiinstlichen
Variablen v; und vy eingefiihrt, fiir die folgendes Hilfsproblem gel6st wird:

— V1 — Uy — IMax

T — Th —wy + vy > 9

2x) — o — Uy +uvy > 14
/ /

xy, Ty, Uy, Uz, 1, V2 Z 0 .

1. Phase des Simplexalgorithmus:
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Ty, oup ux v g
BV ¢ 0 0 0 0 —1 —1| x| 6
v —1 1 -1 —1 0 1 0] 9] 9
vy —1 2 -1 0 -1 0 1| 14
-3] 2 1 1 0 0]-23
v -1 0 -1 -1 1 117 2
0 1 -+ o -1 o 1| 7|-
0 5+ 1 (-3 0 3| =2
u;, 0] 0 —1 —2 1 2 —1| 4
o, 0] 1 -1 -1 0 1 0| 9
o 0 0 0 1 1] o0

Alle Optimalitétsindikatoren sind nichtnegativ, maximaler Zielfunktionswert der Er-
satzaufgabe ist 0. Also ist 2} =9, 2, =0, u; =0, uy=4 eine zuléssige Basislosung der
Normalform.

2. Phase des Simplexalgorithmus:
xyoxh up U
BV Cp 3 —2 0 0 B 0
up 0] 0 -1 =2 1| 4]|-
zp 3] 1 -1 =1 0] 9|-

0 -1 [=3] 0]27

Da in der Spalte mit negativem Optimalitétsindikator —3 alle Koeffizienten des Glei-
chungssystems nichtpositiv sind, ist die Zielfunktion unbeschrénkt und die Optimie-
rungsaufgabe unlosbar.

Die Unbeschranktheit der Zielfunktion ist sofort zu sehen, wenn man sich z.B. iiber-
legt, dass alle Punkte der z;—Achse mit z; > 12 zuléssig sind. Fiir ;1 — 0o, 29 = 0
gilt z = 3x1 + 225 — o0, so dass die Zielfunktion iiber alle Grenzen wachst.

19.7 Folgen und Reihen

Aufgabe 7.1

a) Zu zeigen ist, dass fiir n > 0 die Beziehung a,,,; = 1 (an + l) > /7 gilt.

2 an
Falls a, > 0 ist, ist dies dquivalent zu a? + v > 2a,/7, was wegen v > 0 zu
(an — ﬁ)Q > 0 und damit zu a, # /7 dquivalent ist. Laut Voraussetzung ist
ap > 0 und a9 # /7, daraus folgt a; > /7 und damit insbesondere auch a; > 0
und a; # /7. Hieraus folgt induktiv a,, > /7 fiir alle n.
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b) Zu zeigen ist, dass fiir n > 1 die Beziehung % (an + %) < ay, gilt. Dies ist dquiva-

lent zu %al < % und wegen a, > 0 zu /¥ < a,. Letzteres ist nach a) erfiillt.

¢) Nach a) und b) ist die Folge monoton fallend und nach unten beschriankt, damit ist

n—oo 2 n— 00 nleOO an

sie konvergent. Deshalb gilt lim a, = hm pi1 = 5 (lim ay + =L ) Daraus
2
folgt (hm an) = 7 und schlieflich lim a, = /7.
Aufgabe 7.2
vgl. Satz 8.1

Aufgabe 7.3

a) ¢ = 1p5, an =q", lim a, = 0 wegen |q| < 1, d.h. Folge konvergiert gegen 0,

o0
_ 99 99" _ 99 1
Reihe geometrisch mit |¢| < 1 = konvergent. E 100" =100 2~ 1007 — 100 1- % =99.

b) ¢ = %, an =q", nlglgo a, = 0o wegen q > 1, also Folge divergent,

die Reihe ist dann erst recht divergent.

) ap= (%)n—i—(%)n, wegen lim (%)n =0 und lim (%)n = 0 gilt auch lim a, =0,

n—oo n—oo
Reihe konvergiert als Summe zweier konvergenter geometrischer Reihen,
[e.e] oo oo
1 1\ 1 1 11 _1,1_1
Yan=52 (5 +t5 X (5) = 81——_'_91 =718~ 5

d) Folge a,, = sin®n divergiert unbestimmt, Reihe divergiert deshalb erst recht.

00 N
: _ 1 _ 171 1 1y _ 171 1 1 1) _3
¢) nhjgoa” =0 721 n(nf2) 51&1&1}0 Zl (E o n+2) - §]&LOO (1+ 2 N+l N+2) T
— (Vnt1=vn)(Vntit+v/n) Vn VAl i =1
f) an=vn (Vn+1+y/n) = Varlivn Vi(y/I+1) nl_,rgoa”—z’

Reihe divergiert, da Folge nicht gegen 0 konvergiert.
g) lim a, = oo, Reihe divergiert deshalb erst recht.

n—oo

(VnF1—vn)(Vn¥i+yn) _
h) a, = (\/Wh/_) \/Wh/_’ hm a, =0,
an > 5 \/— > 5, nach dem Majorantenkrlterlum divergiert die Reihe, da die , H&lf-

te der harmonischen Reihe 1 Z = divergiert.

n=1

Aufgabe 7.4

a) geometrische Reihe mit |¢| = 55 < 1 = konvergent.

0™~ 10 0" T 101-2
n=1 n=0 1=

o0 o0
o _ 9N o _9 1 _g
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b) geometrische Reihe mit |¢| =2>1 = divergent.

¢) lim a, = lim 1 — % =1#0 = Reihe divergent.

n—oo n—oo

d) a, = %sin2 n divergiert unbestimmt == Reihe divergent.

) 57 > 5 >0, 21 ==z 21% divergiert (harmonische Reihe). Nach dem Majo-

rantenkriterium &ivergiert auch die gegebene Reihe.
N

f) Sy = >  (In(n+1)—Inn) =In(N+1) —Inl =In(N+ 1) — oo fir N — oc.
n=1
Reihe divergiert.
X N1 1 1 : -
g) Sy = nz::l T = 712:1 (% - 7’L—+1> =1- 5577 — 1 fiir N — oo. Reihe konvergiert
gegen 1.
h) S = >@2m+32) =Y (3)"+ X (3)". Die beiden geometrischen Reihen
n=0 n=0 n=0
konvergieren wegen |3 < 1 und [§| < 1. S = é + é =3
i) geometrische Reihe mit |¢| = & < 1 = konvergent. Zo ()" = 171% =
Aufgabe 7.8
1 1 & 1 Ine
lag| < e bedeutet — <e¢ +— -<2 <— h-<klh2 < k>—-——.
2k 5 5 In2
|
Wihlt man als Ny(e) die zu —% néchstgrofere ganze Zahl, so ergibt sich
n
No(0.1) = 4, No(0.01) =7 und Np(0.001) = 10.
Aufgabe 7.9
o 1 1 , n? , n?
a) lim n — =lm ——— - lim —————
n—o0 n?—2n+3 2n2+2n+3 n—oon? —2n+3 n—oo2n? 4+ 2n+ 3
I n?-1 . n?-1 1 1 1
- 1m - 1m — —_— = = —
N ToCEs By R R

\/2 _
b) lim nESZVR ,/2+§—1 =v2-1 ~ 0414
n—oo \/ﬁ n—00 n

c) Da sin %* fiir n — oo immer abwechselnd die Werte 0, 1, 0 und —1 annimmt,
divergiert die Folge unbestimmt.

Aufgabe 7.10
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a) Durch Anwendung der Formel fiir die geometrische Reihe ergibt sich

N omam = (3N = 3\ 3\ 3\ 1 3. 7.9
s 2 () 2000 -

m=2 m=2 m=

b) Berechnung nach der Formel fiir die Partialsumme der geometrischen Reihe

i qm k+1 -1
=0 a1
Achtung: Summe muss dabei bei m = 0 anfangen. Wir erhalten

50 50 m 2 48 m 4\4
omam N~ (AT (4 A" 16(3) 9-1
mz22 3 _Z (3) — (3) Z (3) =g~ 7063118.52.

19.8 Finanzmathematik

Aufgabe 8.3
vgl. Beispiel 8.2, R: Rechnungsbetrag,
R
Barwert zum Rechnungsdatum bei Zahlung nach 30 Tagen: Ko = —————,
1+ 0.025;
. R % 0.98
Barwert zum Rechnungsdatum bei Zahlung nach 10 Tagen: K, = 1700250

360
R R %0.98 ' ' '
__ETR L o8 (1+i>, 0.02 = 1.94—. i=237.11%
1+ 35 1+ 5 36 12 36
Der Unterschied zu dem in Beispiel 8.2 ermittelten Zinssatz von 36.73 % ist darin
begriindet, dass dort die Barwerte zum Rechnungsfilligkeitsdatum (30 Tage nach
Rechnungsdatum), hier jedoch zum Rechnungsdatum gleichgesetzt werden.

Aufgabe 8.4

a) ohne Skonto nach 30 Tagen: 5542 DM1+0 33T = = 5528.18 DM,

360
mit Skonto nach 10 Tagen: 5542 DM * 0.98 % = 5426.64 DM

140. 03 P

1 _ 098 i i
b) 5542D1\/[1+ % = 5542DM % 0.98 % 1— 31600, e wa 1+ 35 =0.98(1+ 535),
0.02 = &Z , = 0.37113, Barwerte gleich fiir Kalkulationszinssatz 37.11 %.

¢) K, = Ko(1 +z’t) L+t = 801402 = oL i =0.36734, d.h. 36.73 %.

d) Die Inanspruchnahme des Uberz1ehungskred1ts in Hohe von 5542 DMW =

360

5506.82 DM wiirde 20 Tage spéter incl. 11.5 % Zinsen p.a. Schulden in Hohe von
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5542.00 DM verursachen. Mit Skonto miissen jedoch nur 5431.16 DM gezahlt wer-
den, so dass das Skonto in Anspruch genommen werden sollte, auch wenn der

Betrag mit dem Uberzichungskredit finanziert werden muss. (In diesem Fall hat
man 20 Tage spéater nur Schulden in Hohe von 5465.86 DM.)

Aufgabe 8.7

Sparphase: EJ5" = rqqzo:ll = 2000 DM - 1.06 - % = 77985.45 DM,
Auszahlphase: 77985.45 DM = B9 = q%q:__ll = TogT 1'006_1)271,

jahrliche Auszahlung also r = 77985.45 DM - 1.06 - 1.0%'105671 = 7575.09 DM.
Aufgabe 8.9

a) Grundstiickspreis: 5= 200000 DM = 193274.06 DM,

. 0.0348 _
Courtage: 552 200000 DM = 6725.94 DM.

b) Jahresrate (Annuitédt): 7% * 200000 DM = 14000 DM,
Restschuld nach 4 Jahren = Wert des Darlehens nach 4 Jahren — Wert der Leis-

tungen des Schuldners nach 4 Jahren (Endwert einer nachschiissigen Rente) =

200000 - 1.06* — 14000 - L9=1 = 25249539 — 61244.62 = 191250.77 (alles in DM)

oder:

Zins- und Tilgungsplan:

Jahr | Restschuld zu  Zinsen  Tilgung Annuitdt Restschuld zu
Jahresbeginn Jahresende
1 200000.00 12000.00  2000.00  14000.00 198000.00
2 198000.00 11880.00 2120.00  14000.00 195880.00
3 195880.00 11752.80 2247.20 14000.00 193632.80
4 193632.80 11617.97 2382.03 14000.00 191250.77

¢) Quartalsrate: 1 * 7% * 200000 DM =1.75% * 200000 DM = 3500 DM,

Restschuld nach 16 Quartalen = Wert des Darlehens nach 16 Quartalen — Wert
der Leistungen des Schuldners nach 16 Quartalen (Endwert einer nachschiissigen
Rente) =

200000-1.015' — 3500 L2511 — 953797 11 — 62763.29 = 191033.82 (alles in DM)

oder:

Zins- und Tilgungsplan:
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Jahr | Restschuld zu  Zinsen Tilgung Quartalsrate Restschuld zu

Quartalsbeginn Quartalsende
1 200000.00 3000.00  500.00 3500.00 199500.00
2 199500.00 2992.50  507.50 3500.00 198992.50
3 198992.50 2984.89  515.11 3500.00 198477.39
4 198477.39 2977.16  522.84 3500.00 197954.55
5 197954.55 2969.32  530.68 3500.00 197423.87
6 197423.87 2961.36  538.64 3500.00 196885.23
7 196885.23 2953.28  546.72 3500.00 196338.51
8 196338.51 2945.08  554.92 3500.00 195783.59
9 195783.59 2936.75  563.25 3500.00 195220.34
10 195220.34 2928.31 571.69 3500.00 194648.65
11 194648.65 2919.73  580.27 3500.00 194068.38
12 194068.38 2911.03  588.97 3500.00 193479.41
13 193479.41 2902.19 597.81 3500.00 192881.60
14 192881.60 2893.22  606.78 3500.00 192274.82
15 192274.82 2884.12 615.88 3500.00 191658.94
16 191658.94 2874.88  625.12 3500.00 191033.82

d) Bei b) ist der Effektivzins gleich dem Nominalzins von 6 %, wéhrend bei ¢) wegen
der unterjihrigen Verzinsung der Effektivzins 1.015* — 1 = 6.14 % betrigt. Trotz
der hoheren Restschuld ist damit b) giinstiger. (Der unterjahrig eingesparte Auf-
wand kann vom Darlehensnehmer bis zum Jahresende verzinst angelegt werden.)

Aufgabe 8.15

a) Ein Darlehen, bei dem Zinsen und Tilgung in gleichbleibenden Raten zu erbrin-
gen sind, heit Annuitétendarlehen, die (Jahres—)Rate heifit Annuitét. Sie wird
zunéchst fiir die Zinszahlung verwendet, mit dem verbleibenden Teil wird die Dar-
lehensschuld gemindert (getilgt). Hier handelt es sich um gleichbleibende Monats-
raten.

Man kann alle Zahlungen und die Entwicklung der Schuld in einem Zahlungsplan
(Zins- und Tilgungsplan) erfassen. Ein solcher wiirde dem Kreditnehmer auch von
der Bank ausgehandigt.
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Monat | Restschuld zu Zinsen Tilgung Monatssrate Restschuld zu
Monatsbeginn Monatsende
1 150000.00 625.00 375.00 1000.00 149625.00
2 149625.00 623.44  376.56 1000.00 149248.44
3 149248.44 621.87 378.13 1000.00 148870.31
4 148870.31 620.29  379.71 1000.00 148490.60
5 148490.60 618.71  381.29 1000.00 148109.31
6 148109.31 617.72  382.88 1000.00 147726.43
7 147726.43 615.53  384.47 1000.00 147341.96
8 147341.96 613.92  386.08 1000.00 146955.88
9 146955.88 612.32  387.68 1000.00 146568.20
10 146568.20 610.70  389.30 1000.00 146178.90
11 146178.90 609.08  390.92 1000.00 145787.98
12 145787.98 607.45  392.55 1000.00 145395.43

Die Restschuld lésst sich auch mit den Formeln der Rentenrechnung ermitteln. Bei
den regelméfBigen Zahlungen des Schuldners in gleicher Hohe handelt es sich um
eine nachschiissige Rente. Die Verzinsung betriagt 5 % p.a., denn die Zahlungen
bedienen und mindern ja eine zu 5 % p.a. verzinste Schuld. Tatséchliche Zinsperi-
ode ist jedoch der Monat mit einer Verzinsung von 5 % : 12 = 0.416 % pro Monat.
Der Endwert der nachschiissigen Rente betrdgt nach 6 Monaten

6_1 14205 6_
prach _ =1 o ) —1 33)5) — 6062.84.
q—1 (1+5%%2) —1
Der Wert des ausgereichten Darlehensbetrages betrigt dagegen nach 12 Monaten

0.05)°
150000 - (H?> — 153789.27.

Restschuld nach 6 Monaten = Wert der Leistungen des Darlehensgebers — Wert
der Leistungen des Darlehensnehmers = 153789.27 — 6062.84 = 147726.43 (alles in
Analog ergibt sich die Restschuld nach 12 Monaten = Wert des Darlehens nach 12
Monaten — Wert der Leistungen des Schuldners nach 12 Monaten =

0.05\ ** (1+20)7 1
150000 - (1+——) —1000- ~—L2
( M ) (1+5%2) —1
145395.44.

= 157674.27 — 12278.83 =

Hier ist nur eine Jahresrate zu beriicksichtigen, es ergibt sich
Jahr | Restschuld zu Zinsen Tilgung Annuitdt Restschuld zu
Jahresbeginn Jahresende
1 ‘ 150000.00 7500  4500.00 12000.00 145500.00
Restschuld nach 1 Jahr = Wert des Darlehens nach 1 Jahr — Wert der Leistung

282



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

des Schuldners (nach 1 Jahr erbracht) =
150000 - 1.05 — 12000 = 157500.00 — 12000.00 = 145500.00.

Trotz der hoheren Restschuld ist b) giinstiger. Der unterjihrig eingesparte Aufwand
kann vom Darlehensnehmer bis zum Jahresende verzinst angelegt werden.

Rechnerisch kann dies durch Ermittlung des effektiven Jahreszinses dargestellt
werden. Bei b) ist dieser gleich dem Nominalzins von 5 %. Bei a) ergibt sich
hingegen fiir das Jahr ein Aufzinsungsfaktor von (1+%)12 = 1.0511618, so dass
der effektive Jahreszins nach Preisangabenverordnung (vgl. Aufgabe 8.16) 5.12 %
betragt.

Aufgabe 8.16

Wir fithren einen Barwertvergleich zum 7. Februar durch. Der Kaufpreis K, hat dann
den Barwert K, wihrend der am 22. Mérz zu zahlende Preis K; = 1.01 K, fiir den
Jahresanteil ¢ mit der Effektivzinsrate i.q abzuzinsen ist.

K 1.01 K,
Bei einfacher Verzinsung (Aufgabe a)) ergibt sich Ky = T ;eﬁt =13 ieﬁz’
K, 1.01 K,

bei exponentieller Verzinsung (Aufgabe b)) dagegen K, = = )
g (Aufgabe b)) dagegen Ky il (i)

Zusétzlich ist die unterschiedliche Berechnung von ¢ zu beachten.

30+ 15 45
Nach der Methode 30/360 (Aufgabe a)) ergibt sich t = R —,
360 360
1 15 45.416

h der Method 41 Aufgabe b)) d t=—+-—=

nach der Methode 30,41666,/365 (Aufgabe b)) dagegen T + 65 05
30 + 15 360

1.01 =14 tep——, tef = 0.1— = 0.08 = 8.00

a) + Zeﬁ 360 ) Zeﬁ 45 %7

1 15 45.416 365

b) 1.01 = (14 iag)12 735 = (1 + ipg) 0 , i = 1.0174F — 1 = 0.08325 ~ 8.33%.

Aufgabe 8.17

a) Zinsperiode ist das Halbjahr mit einem Aufzinsungsfaktor von ¢ = 1.2. Die Bar-
wertformel fiir die nachschiissige Rente ergibt

o1 r 500 €
prach - DL 72 T 41 = .22 =763.80€.
b) Halbjahr Restschuld zu Zinsen | Tilgung | Halbjahresrate | Restschuld zu
Halbjahresbeginn Halbjahresende
1 763.89 152.78 | 347.22 500.00 416.67
2 416.67 83.33 | 416.67 500.00 0.00
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c) Da nach der Preisangabenverordnung die exponentielle Verzinsung auch im un-
terjahrigen Berelich gilt und die tatséchliche Verzinsung fiir das Halbjahr 20 %
betriigt, gilt gog? = 1.2, also gog = 1.44 und damit i.g = 44.00 %.

Oder:

Nach der Rechenvorschrift aus dem Anhang zu § 6 der Preisangabenverordnung
wéren die Barwerte der Leistungen des Kreditgebers und des Kreditnehmers zum
Zeitpunkt der Ausreichung des Kredits gleichzusetzen:

500 500 500 500
763.89 = o 763.89qs = 500\/Geg + 500, qoft — - )
o TS feff Qoff 500, eft = 76735V~ 76359
€

Die Losung der quadratischen Gleichung fiir ,/g.g ergibt /geg = 1.2, also ist
Goff = 1.44 und i, = 44.00 % wie bereits bekannt.

d) Auf der einen Seite muss der Kreditbetrag (Zahlung des Kreditgebers) fiir 1 Jahr
verzinst, auf der anderen Seite die erste Rate fiir 1/2 Jahr und die zweite Rate
(beides Zahlungen des Kreditnehmers) nicht verzinst werden.

1
763.89 (1 -+ iegr) = 500 (1 +iefrz) + 500, 763.80 +763.8 i = 500 + 250 iegg + 500,
513.89 i = 236.11, o = 0.459456 ~ 45.95 %

19.9 Differentialrechnung in einer Veridnderlichen

Aufgabe 9.2
siche Folie Abbildung 20.1

Aufgabe 9.3
siche Folie Abbildung 20.15
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Aufgabe 9.10

S1 . S Vi +82 10—z

t p— p—
(:L‘) U1 + () 3 + 5 ’
t = v L_ 0 =
322+ 82 5
x 1 x2 1

3VrZ £ 64 5 9(x?+64) 25

1? =36, r=16

Die Losung x = —6 ist sinnlos, so dass x = 6
der einzig mogliche Punkt fiir ein Minimum ist.
Da t(z) nach unten beschrankt ist, muss es ein
Minimum geben. Also muss ein 6 km von K ent-
fernter Punkt angesteuert werden.

Aufgabe 9.11

. . >0 a<% monoton wachsend
U=2a+2b, F=ab= éa(U—Qa), F’za(U—éla) =0 a=Y% Maximum
<0 a> % monoton fallend
. . . . . U U?
maximaler Flacheninhalt beim Quadrat mit a = b = T F= i
Aufgabe 9.12
1 2
V =ar’h = 1[dm*], h = —, 0= 2mr? + 2rrh = 27nr? + = — max,
mr r
) <0 r< \3/127 monoton fallend
O =Adnr — 3 =0 r= \/127 Minimum
>0 r> \3/127 monoton wachsend

1 4
minimaler Materialverbrauch bei r=——=0.5419dm, h= i’/j: 2r=1.0838 dm,

V2T s
Materialverbrauch dabei O = 5.54 dm?

Aufgabe 9.15

3 1 32*-1
a) y=———3 = xigz definiert und stetig fiir x # 0,
x x

Nullstellen: 322 —1=0 = z =+ %, xgrfooy(x) = lim 5 ;’”_ =0,

r—+00

2
ligrioy(x) = hgjl:o 396:1:73_1 = Foo (Pol 1. Ordnung bei z = 0),

damit sind sowohl die z— als auch die y—Achse Asymptoten.
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(<0 z< -1 monoton fallend
=0 z=-1 Minimum y(—1) = —2
1N a2 4 _ol—22 ) >0 —1<x<0 monoton wachsend
y(z) = —3v74+3r7" =3 ¥ 7 ) >0 0<x<1 monoton wachsend
=0 z=1 Maximum y(1) = 2
| <0 1<z monoton fallend
Wertebereich ist folglich die Menge der reellen Zahlen R.
(<0 < —V2 konkav
=0 x=—2 WP f(-v2)=—375
2 _ >0 —vV2<x<0 konvex
" — 6 73_12 -5 — X 2
y'(z) o v 0 x° <0 0<z<+v2 konkav
=0 z=+2 WP f(V2)= 525~ 1.7677
(. >0 V2 < konvex
(z +2)° . e :
b) y= ﬁ: definiert und stetig fiir x # 2, Wertebereich y > 0,
x —_—
Nullstelle: x = —2 (doppelt), Asymptoten: hr:i’l y=1
(<0 r < =2 monoton fallend
) =0 r=-2 Minimum bei y =0
y =-8 3¢ >0 —2 <z <2 monoton wachsend
(—2) n.def. = =2 Pol 2. Ordnung
| <0 x> 2 monoton fallend
(<0 z<-4 konkav
_ — _ i =1
§ w44 = r=—4 Wendepunkt bei y = 3
=16 74 >0 —4 <x <2 konvex
(z —2) n.def. z =2
. >0 x> 2 konvex
Aufgabe 9.16
S - z! . definiert und stetig fii 1
a) y=F-71= CER TS efiniert und stetig fiir x # 1,
Nullstelle: x = 0, lirf y(z) = +oo, Asymptote dabei y =z, da y = 1 .
T— =00 J— F
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lim y(x) =400 (Pol 1. Ordnung bei x = 1),

2140
(>0 x <0 monoton wachsend
=0 =0 Maximum y(0) =0
. . X <0 O<z<l1 monoton fallend
y'(z) =L T 49”2 = 337 s(23—4){ n.def. =1
(% = 1) (% = 1) <0 l<z< V4 monoton fallend
=0  2=v/4~1.5874 Min.y(v/4)=~2.1165
L >0 Vi< x monoton wachsend
Wertebereich: y < 0 und y > %\3/4_1
(>0 r < —v/2 konvex
=0 x=—+v2~-1.2599 WP f(—v/2)~—0.8399
9 <0 —V2<x<0 konkav
y'(z) = %(xgj%) = =0 kein Wendepunkt
(2" —1) <0 O0<z<l konkaw
n.def. z=1
L >0 1<z konvex

a) N b)
E
ve Min

y = 3sin2z + cosz = cosz(sinz + 1): definiert und stetig fiir z € R,
beschrankt, deshalb ergibt sich Wertebereich aus Extrema,
Nullstellen: x = 5 + km, k& beliebig ganz

y =cos2z —sinz =1 —2sin®z — sinz = —2(sinz — §)(sinz + 1) =0
flir sinx = %, —1,
Ableitung hat Nullstellen fiir z = $+2k7, v = %”+2k7r, xr = 37”+2k7r, k bel. ganz,

(>0 -5 +2km <<%+ 2kt monoton wachsend
= T =%+ 2km Maximum bei y = %\/g
, ) <0 E42kr <z < %” + 2km  monoton fallend
Y =0 z= %’T + 2km Minimum bei y = —% 3
>0 %’T +2kr <z < 37” + 2km  monoton wachsend
(=0 z="3%+2knr kein Extremwert (s.Forts.oben: mon.wachs.)
Wertebereich: —%\/g <y< %\/5
y" = —2sin2x — cosz = — cosz(1 +4sinz) = 0 fiir cosz = 0 und sinz = —1, d.h.

fiir t = 2+ km, © = arcsin § 4+ (2k+ 1) &~ 22X + 2kw, © = — arcsin § + (2k +2)7 ~
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213—2” + 2km,
(<0 —aresini +2km < < I+ 2km konkav
=0 z=75+2kn Wendepunkt bei y =0
>0 Z+2km <z <aresing+ (2k+ 1)7 konvex
" =0 x = arcsin i + (2k+ D7 = 113—; + 2km Wendepunkt bei y = _T?%\/E
<0 arcsing+ (2k+ 1)mr < < 2 4 2k7 konkav
=0 = 37” + 2km Wendepunkt bei y =0
>0 3+ 2km <z <arcsin ; + (2k + 2)7 konvex
| =0 x = —arcsin i + (2k + 2)7 ~ 27 4+ 2kn Wendepunkt bei y = %\/ﬁ

12
Aufgabe 9.17
Definitionsbereich R. Wegen

1
ml_l)grlof(x) =0=sin0 = f(0) = zl—{lg}rof(x) und f(5) =sing =1 = zl}r%riof(x) ist

die gegebene Funktion, wegen f(m) = 1 = f(—n) auch ihre periodische Fortsetzung
iiberall stetig.

im Of(x) =1=sinf = f(—-3),

Nullstellen: x = 2k, k ganz.

dsinx T d1 T d1

dsin(—z)
- o8 2 dz dz x o8 2 dz
(d.h. linksseitige und rechtsseitige Ableitung sind gleich) ist die Funktion fiir x =5 +km

(k ganz) differenzierbar, ebenso offensichtlich fiir x = (2k + 1)7 (Funktion von beiden

Wegen un

_z —
xr= p) r=

__=z
T="75

Seiten konstant 1). Wegen M =—cos0=—1 und dsin(z) =cosO0=1
dx 2=0 dz =0
ist die Funktion hingegen fiir z=2k7 (k ganz) nicht differenzierbar. Somit gilt
=0 —n+2km < 2 < —F+2km konstant, Maximum flz)=1
= —cos(—x) <0 =542k < 2 < 0+2k7m  monoton fallend
f'(x) < nicht def. x = 2km Min. f () =0(da. zw.fall.u.wachs.)
=cosxz >0 0+2km <w < 5+2k7 monoton wachsend
=0 5 +2kr <x < m+2kn konstant, Maximum f(x) =1

Somit liegen fiir z = 2k7 Minima (f(z) = 0) und fiir Z+2k7r < z < 2242kr Maxima
(f(x) =1) vor, dies ergibt sich auch unmittelbar aus dem Bild der Funktion.

d*si d*1
Die zweite Ableitung existiert wegen 821 ne — sint=—1und —— =0
d*z . 2 d“z o=
d? sin(— d*1
sowie w — _sin~=—1und —5— — 0 zusiitzlich auch fiir 2=~ +km
d xXr == d xXr T 2

ng

(k ganz) nicht. Es gith
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(=0 —m+2km < x < —5+2km
nicht. def. r=—5+2km
= —sin(—2)<0 —J+2km <2 <0+2km  konkav
f"(z) ¢ nicht def. r = 2km
= —sinx<0 0+2km <z < 5+2k7 konkav
nicht. def. r = 5+2km
(=0 5+2km <x < w+2km

Das Bild der Funktion zeigt, dass diese innerhalb jedes Intervalls 0+42k7m < 2z <
2n+2km konkav ist, da alle Sekanten unterhalb des Graphen bzw. auf dem Graphen
der Funktion liegen. Wendepunkte existieren nicht.

Aufgabe 9.18

a) f(z) =%, f(z)=32% f'(x)= 6z, f”’( ) =6, f(4( ) 20,
JA) =1 f () =3, f"(1) =6, f"(1) =6 1) =
Taylorentwicklung f(z) =14 3(x — 1) + 3( 1)2 + (x — 1)

=(

b) Restglieder Ry=3¢2(z—1), Ry =3¢(z — 1)°,
c) siehe Folie Abbildung 20.3

z—1)°, R3=0, £zwischenlu.x

Aufgabe 9.19
sieche Folie Abbildung 20.4

Aufgabe 9.20
sieche Folie Abbildung 20.5

Aufgabe 9.21

cos p = 1+0—%2+0+R3(<,0), Rs(p) = cos® (E)Z—T = cos' B) ;jl ® zwischen 0 und ¢,
IRy()| < ;—1 < 0.0001 fiir || <~ 0.2213 ~ 12.68°,
Probe: c0s0.2213 = 0.97561, 1 — 0.2213° = 0.97551,
siche auch Folie Abbildung 20.5
Aufgabe 9.22
2 #(o) = 1000 TEFE 0 GHE) 1000—4 Y
(445 + 1) (445 + 1)

2
—9<4+9+ﬁ> —<4——>2(4+” 2) 1z
() = 1000 6 1T 12 : 1712 (4 6)
(a+3+5)
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“H(arsrn) - (1-5) G +y)

(4+¢+2)°

= 1000

2v v?2 3 4v v?2 v3 v3
o e e WA S D 1) M B
v 2 3 v 2 3
(4+5+%5) (4+5+%5)
2(12) —1000E Z'(12) = 1000 _ 8 2"(12) = 1000 2
n 19’ a 361 )"’ a 6859 )’

12 8 1 2
Py(v) =1000 [ == — (v~ 12) — — (v — 12
2(v) (19 36100 12 " Gego v T 12) )

~ 631.57895 — 22.16066(v — 12) — 0.14579(v — 12)2
b) Da das lineare Glied einen negativen Koeffizienten hat, fithrt eine Erhohung von

v gegeniiber vy = 12 zu einer Verringerung der Durchlassfahigkeit. (Die Funktion

z(v) ist dort monoton fallend.)
2 2

c) 2'(v) :Ofiirél—% =0, 4:%, v? =48, v = +V/48,
dabei kommt nur v = /48 als Losung in Frage, 2'(v) hat gleiches Vorzeichen wie
12

v? { >0, v<+/48: monoton wachsend

v Mo RN
12 | <0, v > +48: monoton fallend } = Maximum bei v 3,

. . m km 3600 N km
Maximum bei v = \/Eg = 48%? R 24.94T.
Aufgabe 9.23
a) flx)=(1+z)" ) f(0)=1
fl@)=m(l+z)"" 7(0)=m
f!(@)=m(m =1)(1 +z)"" f"(0)=m(m —1)
(0)=m(m —1)(m — 2)

(@) =m(m —1)(m — 2)(1 +2)"" f"(0)

£ () =m(m=1)(m=2) - - - (m=nt1) (142" £0(0) =m(m—1)(m=2) - - - (m—n+1)

—1 —1)(m—2 1) - (m—n+1
(1+x)m:1+mx+m(m ) oy mm=D)(m=2) 5 m(md) - (mendd)
m n
+:Z(n)$
n=0
m(m—1) m*")xn—i—l

(
a B ) — m—n
b) Quotientenkriterium: —+L = (n+1)(!
|

= = r — —x fir n — oo
a, m(m—1)---(m—n-+1) " n+1

Ap41
Qp,
Nach dem Quotientenkriterium liegt damit fiir |z| < 1 Konvergenz vor.

—

< g <1 ab gewissem n fir |z| < 1.
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¢) Fiir m——3 gilt (7:):(_3)(_3 —11)2-::§;3—n+1):(—3)(—411)2”(.71(%2))

(_1)n(n+1)2(n+2) s (14e) % = i (_1)n(n+1)2(n+2)xn _ nio (n+1)(n—|—2)(_x)n.

d) (142z)” 3—1—3x+6x — 1023 % ..
PO(O 001) =
P1(0.001) = 0 997
P5(0.001) = 0.997 006,
P3(0.001) = 0.997 005 990 000, 1.00173 = 0.997 005 990 015.

Aufgabe 9.25

0 A | o322
a)ﬁ' glgri Inz _}:1—%?_3
0 3r 1 3 3z
b) - : - lim = =3
O x—0 ln(l + :L') z—0 H_CE
0 cosZx —ZIsinZz
c) —: lim 2 — lim —2—2 T
0 z—1 r — 1 z—1 1 2
0 1—cosz sinx Cos & 1
d) =: lim = = S
0 z—0 A2 z—0 4 z—0 4 4
0 2r 1 2 2x
e) = : 1im67:hmeT:1
0 z—0 ln(l + 295) z—0 92
0 1—cosz . sin x . sin x . cosT 1
f) —: lim 5— =lim - =lim——=lm———= —
0 t—0 g2 +sin“xy  2—02x+2sinxcosx -0 2x+sin2x  2—02+2cos2x 4
0 . 5 —arctanxw ) —ﬁ .
g>_: hm—:l 7:111’1/1—:00
0 SR () em () a2
h) 0. tf?mnx—x i tan? x i 2tanx(1‘+tan2 ) lm 2(1+tan®z) _
0 z—0 sinz—x z—0cosz—1 -0 —sinx z—0 —CoSx
1— 2x -9 2x
i) 0- 00 lim(l—ezx)cotx:limg:hm le = —2
x—0 x—0 tanzx z—0 o
— -1
j) 0-00: lim(w—x)tanfz lim % = lim — =2
T 2 T Cot% z—m 1 (_ 1 )
2 sin? £
2
1 g
k) 2. fm 22 existiert nicht, I’'Hospital nicht anwendbar, aber
00 z—oo 1 + cosx
. T +cosx a1 4 ==z
lim —— = lim ——*~- =

g—oo x +sinx  a—oo (1l + %)
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Aufgabe 9.29

a) f(x) = (2z + 3)%* ™ . In(2z + 3)

(21, + 3)2 . e2x+3
2¢ + 3

f'(z) = (4(295 +3) - e +2(22 + 3)% 62”3) In(2x +3) +2-
= 2. 62432 4 3) ((2 + (22 +3)) In(2z + 3) + 1)

= e*3(4x + 6) ((295 +5)In(2x + 3) + 1)

0 101 = \rifods = (o(ort)?) = (att)f = () o ) -

1—7 _274
24"
) 1 g . 1 8z"+8x% 4 2'+1
) fle) = W(YE T2 = Lot 20, ) = S = D
(x 4 2) sin(3z + 4)
d pum
) () = CHDETED
/ (sin(3x+4) +3(z+2) cos(3x+4)> (r?+z) — <(x+2) sin(3x+4)) (2x+1)
@) = (x2 + x)?
_ sin(3z 4 4) (—2® —4x—2) + cos(3x + 4) (32°+92°+6x)
B (22 + x)?
3 1 322 94/lgad
— (lo23)3 ! | Ng .- 2

Aufgabe 9.35

Eigenschaften, die ohne Ableitung zu ermitteln sind:
Definitionsbereich: Es muss x>0 und 48 —2x >0 sein, also Definitionsbereich [0, 24].

Stetigkeit: Wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion ist f(z) tiber dem gesamten De-
finitonsbereich stetig.

Nullstellen: /z—+/48—2x=0 = /r=48—21x = x=48—-21r = 3x=48 = =16
Schnitt mit der y-Achse: f(0) =0 — 48 —2-0 = —/48 ~ —6.9282

keine Polstellen (offensichtlich ist die Funktion tiber dem Definitionsbereich beschrénkt)

Eigenschaften mit 1. Ableitung (Monotonie, Extremwerte):

L 1
Fe) =5zt =
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Offensichtlich gilt iber dem gesamten Definitionsbereich f/(z) > 0, die Funktion ist
also iiberall streng monoton wachsend und hat im Inneren des Definitionsbereichs
keine Extrema.

Wegen der strengen Monotonie gilt f(0) < f(x) < f(48) fir alle 0 < z < 24. =
globales Minimum: f(0)= —v/48~ —6.9282, globales Maximum f(24)=/24~4.8990,
Wertebereich [—+/48, v/24]

Eigenschaften mit 2. Ableitung (Kriimmung, Wendepunkte):

1 1 1
Fla) = —-27% —2(—=)(48 — 22) % = ——z72 + (48 — 22) %
4 2 4
') =0 < L (418 —22)"2 & 48 —2r=4izx & z= B 106198
4 24 V16 '
1
Da sowohl ZE—% als auch (48 — Qx)_% monoton wachsend sind, folgt
<0, z< 2+4§ — konkav
f"(x)¢ =0, x= %@E}E ~ 10.6198 = Wendepunkt (10.6198, —1.9142)
>0, z> 2+4§8/E konvex

Aufgabe 9.36

a) K(z) =5-10"%3 — 6-107%22 + 20.52 + K,
K'(x) =15-107%22 — 12 - 10~ *z + 20.5,
K"(z) =30-10"% —12-10~*
. N 12-107* 2
K(z) ist konkav fir K"(z) <0 <= z < 30 10 510 = 40000.
Also ist K (x) als Gesamtkostenfunktion fiir 0 < 2 < 40000 anwendbar.
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b) Ex(x) K'(x) 15-107%% — 12- 10~ *2% + 20.5x
€T g - r =
K K(z) 5-107%3 — 6-10"%2 + 20,52 + K,
15000 — 1200004205000 100000
Ex(10000) = i —0.5 = Ky=50000€

~ 5000—60000+205000+ K - 150000+ Ky
AK

AK A
¢) £ ~ E(10000) = 0.5 = — = Exc(10000) - ?”3 —0,5-0,4% — 0,2%

Eine Steigerung der produzierten Stiickzahl von 10000 aus um 0,4% hat eine Kos-
tensteigerung von ca. 0,2% zur Folge.

d) Gesamtkostenfunktion K(z) =5-10""2% — 6 - 10~*2? 4 20.52 + 50000
Durchschnittskostenfunktion Kix) =5-10"%2* —6- 102 +20.5 + 50200
Grenzkostenfunktion K'(z) =15-10"%% — 12- 10"z + 20.5

e) Pro Stiick miissen wenigstens die Durchschnittskosten Ki(l)gggo) = 20 erwirtschaftet

werden, so dass der Preis mindestens auf 20 € festzusetzen ist.

f) Pro Stiick miissen mindestens die Grenzkosten K’(10000) = 10 erwirtschaftet wer-
den, so dass der Preis mindestens auf 10 € festzusetzen ist.

Aufgabe 9.37

a) Sei S(x) die auf das Einkommen x zu entrichtende Steuer, dann ist @ der Durch-
schnittssteuersatz und S’(z) der Grenzsteuersatz (d.h. die auf den letzten einge-
nommenen Euro zu errichtende Steuer).

0, x< 7426
S(2) (747.80 - y + 1700) - , y=LI80 7427 <x < 12755
€Tr) =

(278.59 - z + 2497) - z + 1118, 7 = L2180 12756 < x < 52292

0.47 -z — 9232, 52293 <x

0, x< 7426

1495-y+1700 _ 1495- 250427 41700
S'(z) = T0000 = 10000 ’ 7427 <2 < 12755

BTAS107 _ SIS e 97 9756 < o < 59999

10000 10000 ’ ST
0.47, 52293 <
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r i %
5 [SEin %

47

40

30

2497
20 ’
17

v 000Q 20000 30000 40000 50000 60000
7427 12756 52293 x

b) = 20000, z = 0.7245, zu entrichtende Steuer: S(20000) = 3073.31,
$(20000)

= 15.
20000 5:37%,

Anteil am Einkommen (Durchschnittssteuersatz):

Grenzsteuersatz: S’(20000) = 29.01%
Die Rundungsregeln des § 32a Abs. 1 EStG sind dabei nicht beriicksichtigt.

Aufgabe 9.38

Bei der Nédherungsformel handelt es sich um das Taylorpolynom 4—ten Grades fiir

f(xz) = e* zum Entwicklungspunkt xy = 0. Der Fehler kann daher mit dem La-
5 5

ro_ egx— fiir einen

grangeschen Restglied angebeben werden:  Ry(z,0) = f®(¢) = =

Zwischenpunkt z < & < 0.

Da f(z) = e positiv und monoton wachsend ist, gilt wegen <0 0<ef<e? =1 und
daher |Ry(x,0)|< % % <0.0001 ist dquivalent zu |z| < +v/0.012 ~ 0.412892. Fiir
—0.412892 < x < 0 gilt daher auch |R4(x,0)| < 0.0001.

Tatséichlich ist e~ V0012 = 0.661734 und P,(—+/0.012) = 0.661827, so dass der Fehler
bei x=—+/0.012 0.000093 betrigt.

Aufgabe 9.39

0
Es handelt sich um einen Grenzwert der Form 0 Nach der I’'Hospitalschen Regel gilt

) ear _ o3he ) 200020% — 33352 20—-38 1
lim — - = lim = S
—0 sin4ax — sin6fx  2—0 4dacosdaxr — 63 cos68xr 4o — 63 2
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19.10 Integralrechnung in einer Veridnderlichen

Aufgabe 10.5

1 1
a) /exdx +/62“dx = —/ex( —z) — é/eh( —2r) = —e " — 56725” +C
. 2 . 3 2 3 .
b) /(2 sin 3z+3 cos dz)dxr = 3 /sm 3xd3x+1 / Ccos 4xd4x:—§ cos 3z+—sindx+C

1 1 1
c) /\7/6x+5dx = 6/(6x+5)7d(6x+5) = 6g(6ac+5) = 4—78(6x+5)5/6x+5+0

In 23 2 d 1
€T 1 dl‘2 1 2

37 1 [d(e**+5) 1
£ dr == [ D€ T2 Zy(edn
)/e3w+5 v 3/ el L GRS

~Jl00

+C

COs T

0 . dsin / dt / d=
—_—Jdr = —_— — —_— —_— —
Vsin?z + 3 Vsin?z + 3 Vi2+3 (t 2+1

'/ £
| t+ /3412
ni

7 +C=In(t+v3+12)+ D = In(sinz + V3 +sin’z) + D

h) /e“”5+x4+x3+“”2+’”+1(5x4+4x3+3x2+2x+ 1)dr =
/ x5+x4+x3+12+x+1d(x5 +x4+x3+x2+x+1) _ ex5+x4+x3+12+x+1 _'_ C
.3 3
sin® x tan® x 1
1)/ dx:/ dx:/tan3xdtanx:—tan4x+0
cos® x cos? x 4

3 1 — 2
oder /51n5xdx: _/( cos® x)d cos ©

5 = — [ (cos ™z — cos? x)dx
cos® cos®

1 1 1 —2cos’zx
dcostz  2cos?x 4 cost x
1 —2cos?z + cos*z sin® 1
— C = C=-tan*z+C
< 4 costx * 4 costx - 4 -

Aufgabe 10.8

a) /xsin:pdx:—xcosx+/cosxdx:sinx—xcosx+0
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b) /xQCosxdx:x2sinx—Q/xsinxdx:x2sinx—25inx+2xcosx—i—0

1 d(1 2
c) /arctanxdx:xarctanx—/ x dx:xarctanx__/w:

14 22 2 14 22
1
xarctanx — 5 In(1+ 2*) +C

e 6x2 3 3

Y (R O [

1 /3 r=ghr—
1

e

lnade = &
d) [ z°lnadr = 3 Inx

e

1
= §(263 +1)

1

Aufgabe 10.9
/excosxdx:e“cosx—i—/exsinxdx:excosx+e“sinx—/excosxdx
1 )

— /ex cosxdxr = aex(cosx +sinz) +C

Aufgabe 10.10

/Sin4xdx:—sin3x cosx+3/sin2x cos? rdr =

—sin®z cosx+3/sin2xdx—3/sin4xdx
.4 1.5 3 )

= sin xdx:—zsm xcosx+1 sin” x dzx,

/Sin2xdx: —sinx cosx+/cos2xdx: —sinx cos:p+/dx—/sin2 dx
. 9 1 . 1 1 . 1 ~

= sin xdx:—ésmxcosiji dx:—ésmxcosx—i-ix—i-C,

1 3 1 1 ~
4 _ L3 o0 L 2z _
/sm rdx = 4sm xcosx+4{ 2S1nl' cosx+2x+0}
3 3 1.,

—r — —sinx cosz — —sin
8 4

z cosx + C
8

Aufgabe 10.13

5 +1
223 — 22 — 10z + 19) : (22 —6)=2r -3+ ——
a) (22° —x x+19): (" +2—6) =2 +x2—|—x—6’
24+ —6=0firz, =2, 1y = —3,
223 — 22 — 10z + 19 hr +1 A B
=20 -3+ ——=22—-3 —
24+x—6 v +x2+x—6 v +x—2+x—|—3’
S5r+1=A(x+3)+B(x—2)=(A+B)x+(3A—-2B), A+B=5, 3A-2B =1,
11 14
A=—, B=—,
5 5
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223 — 22 — 10z + 19 11 dx 14 dx
de = [ (22— 3)dz + — = -
/ 2+1—6 o /(x et = | 5t 5 | va3

11 14
x2—3x+€1n|x—2|+€1n|x+3|+0

922 — 2z — 8 2 3 4
b)/ 3 — 4z dx:/<§+x—2+x+2)dx:

2In|z|+ 3|z — 2| +4ln |z + 2| + InC = In(Cx?|z — 2|*(z + 2)*)

)/3x2+7x+1d / 1+ 2 n 3 d
c = Y dx= - 7=
3+ 222+ xr x+1 (gg+1)2
1

1
In|z| 4+ 2In|z + 1 _3x—+1 +1InC = In(Clz|(z +1)*) — 3——

r+1
223 + 5% + 27 12 5 2
d)/x+x+ T dx:/ 2x+1+L dz =
22+ 22+ 10 2 4+ 22+ 10
5 [ d(z*+ 2z +10) dx
21 + 1)dz + 2 Y
/<x+ )9”2/ 22+ 22 + 10 /:c2+2x—|—10

/(2x+1)dx+§/d(x2+2x+10)_§/( dz!

2 (N2 g
2 r? + 22 + 10 3 %) +1

+C

d 1
4+ r+ 5111(1‘2 + 2z + 10) — arctan v

722 —13x—10 722 —13x—10
e) (v' =53+ 72 —132—10) : (2°—52%) = 2 + S r2 x + T R2@=5)
722—-13z—-10 A B C

22(x—5) =z 22  2-5
7r* — 137 — 10 = Ax(z—5) + B(x—5) + C2® = (A+C)2* + (-=5A+B)r—5B,
—5B=-10= B =2, —5A+B——13:A—3, A+(J—7:>C:4,

4 3 2_1 —1
/x o *‘3733 71040 /xd:c—l—?) —+2 —+4
5.2
2 2 3
7+31n|x|——+4ln|x—5|+D—5——+lnC’(x— 5)%|x]

Aufgabe 10.14

dx Ldt 1 1 1 1 3
t=er, [ St = [ B S~ Ndt= -0 (-
a)t=e ’/e3w+5 t+5 15 ( t+5> 5 (e3w+5)

T dx 12dfz dt T
b)t:tan—,/. :/ = " =ln|t|+C = ln|tan§\+C

2 sinx

V=t x / dx / 2dt
C = tan — = =
27 ) 8—4sinz + Tcosx 8(1+1¢2) —4-2t+7(1—1¢?)
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/ 2dt _/ dt i e
2 —8t+15 t—5 t—3)

V1 t2 1
€T _

2

X
tan 2

tan§—5’

1—+vV1+2x
2Vl+arz+Ihn|———m|+ C
. “'Hm

1— 1— dt 1
e)t:@/—x,dx: /@/ ‘ /—:\/ +x+C’
1+2 +t2 L+z( 1—95 12 1—=x

1
f) /sin Az sin 6xdr = 5 /(cos 20 — cos 10z)dz = Z sin 2z — % sin10z 4+ C

Aufgabe 10.15

. { sin z, 0<z<m
a) |sinz| =

—sinz, —-n1<xr<0, tn<x<2n’

5w
™

/ | sin z|dx = /51nxdx+/ sinxdx—/ sinzdr = [cos x]° x —[cos z]] + [cos 2]

5w
4

—1 -1 0 i
1 1 2
=[1-—F]-[-l1-1+[-—F=+1=4-F=4-V2
1=l -l =+ = —
b) partielle Integration:
i O ! 1 1 " 19
rcos3xdr=—xsin3z| —= [sin3zdr=-zsin3x+—-cos3zdzr| =————=——
3 0 3 3 9 0 9

0 0
c¢) Partialbruchzerlegung:
x A B C
2 = 2+ + 9
(x+1)*(z+2) (z+1)° z+1 z+2
B+C =0, A+3B+2C =1, 2A+2B+C =0, A=-1, B=2, C =—
1 1 1 1

v = A(w+2)+B(z+1)(z+2)+C(z+1)?,

T dx dx dx
) (x4+1)"(x+2) J (x+1) / r+1 x+2
1
| z+1\?
=——+In
0 r+1 x+2
0
16

1 4 1 1
—+ln-—1-In—=ln——-=0.0754
2+n9 n4 n9 5 0.075

1
——+2In|z+1|—21n|z+2|
r+1
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Aufgabe 10.16

/|<x—1><x—2><x—3>\dx=

2
— /(x3 — 622 + 11z — 6)dx + /(:c3 — 622 + 11z — 6)dx

0 1
3 4

—/(x3 —6x2+11x—6)dx+/(:c3 — 627 4 11z — 6)dx =

[ éx”‘ — 278 + %:ﬂ = 691:) <_](1) -1 +]§> _

02~ +2(-2) ~ 2~ +0=5

w

Aufgabe 10.17

sin ga: = 0 gilt, falls T ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, d.h. falls

x eine gerade ganze Zahl ist.

—23 4 622 — 8v = —x(2? — 6z + 8) = 0 gilt fiir z; = 0,

l’2/3:3:t\/9—8:2, 4.

Somit hat die beschriebene Flache die skizzierte Form, die Kurven 2
schneiden sich fiir z = 0, 2 und 4.

2 4 2

4
/Sin g:pdx—/sin gxdx—/(—x3+6x2—8x)dx+/ (—23462%—8z)dx

0 2 0

2 T 1° 2 1! xt
=|——cos—x| +|—cos—=x| — ——+2x — 472
T 2 0 T 2 ], 4

4

—i—{ 427 — 2}
:_§<_1_1)+§(1+1)—(—4—0) (o+4)_§+

Aufgabe 10.19
1

a+1 1 a+1 1 o
a) a# —1: /:po‘d:p: v — lim | & = fa+l) o> -1
a+1], e0la+1], 00 a < —1

0
1

a=-1: /:p_ldx = [Inz]) = oo
0
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o0 o0

N el o0 a> -1 ‘ 1
b) a# —1: /x dx_{a—ﬂ]l _{—1/(a+1) o1 a=-1: /x dr=o00

1 1

1 11
mdx = [2\/1‘ — 2}2 =

0
1
d) / dz = [arctanz]” _ = T

1+ 22 2
) ) f2xd _ [_ 7233}00_'_ szd _ _( _|_l) —2z oo_l
e xre Tr = xre 0 e Tr = T 5 e , = 5
0 0

Aufgabe 10.26

b) 12 C) 12
S K(m) = 27834.94, S K(m) = 27834.94,
m=1 m=1
12 12.5
[ K (t)dt = 26810.14 [ K(t)dt = 27827.16
0 0.5
3200 - 3200 "
3000 77 3000 7¢7<
2600 =1 4
2400 7 2400 747
2200 7 2200 74
2000 7 2000 74
1800 7 1800 74
il -

o3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 112 13

Aufgabe 10.27

a) / (6sin(4—3z)+3e > +5) dx:—g /sin(4—3a;) d(4—3x)—g /e—%d(—Qa:)M /dx

3
=2cos(4—3x) — 5 e ¥ +5x+C
3
/\/62’”—1—308 (e 4 427) /\/e%—kxs d(e* + 2% = 8(8290—}-1‘8)% +C
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dz 1 dz (%) 1 x
=— [ —5—=— = —arctan -~ + C
C)/x2+49 19 (%)2“ 49/(§)2+ 7 arctan 7 +
d)/ dz _/ 1/ 7 d(=H
2?42z +50 (x—l— +49 49 % T 49 (2£1)” + 1
1
:6arctan —|—C

e) partielle Integration:

1 1
/excos?)xdx:ge“sin?):c—g/exsin&:dx

L rsinzge — 2 (~Lercos3a+ © [ e cos3ed
—3GSIH.I' 3 3€COS.I' 3 € COoSoxr dx

1 1 1
= ge“sin3x+§excos3x— §/excos?>xdx,

10 1 1 ~
— [ €"cos3xdr = gemsin3x+§e“”cos3x+0,

1
/e“cos?)xdx = 1—Oex (3sin3z + cos 3z) + C

Aufgabe 10.28

1

1 1
a)/1+x2dx:arctanx_l:Z—(—g):g
7 0 7 0 7 310 ey
b) /x|x\dx:/x|x\dx+/x\x|dx:/(—xQ)d:c+/:c2dx: [—3} + [3}
—4 —4 0 4 0 —4 0
#21° (287 64 343
- |-= Tl =042 0=93
I
4v2

42
3x2+4

4v2
/ d(3z* +4) 2

1
- —S(10-4)=2
3z24+4 6 3

=

c) /#dx:
322 +4

2
2

Aufgabe 10.29

w

3
NCET i Fdleiir%{2\/x—2]€:2—£LI%2\/x—2:2
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00 A A
1 1
b) dor = lim/ dr = lim |2vz—2| = lim 2V —-2—-2=00
x_2 A—o00 x—2 A—o0 3 A—o0
3 3
[ A

c) / cosxdr = lim [ coszdzr = lim sin :1c|g1 = lim sin A divergiert unbestimmt,

A—o00 A—o0 A—oo
0 0
uneigentliches Integral existiert nicht (auch nicht im Sinne von +00)

2 2 2

1 1 1 d 2 d
d)/ ——dr= lm [——de= lim —/279”: lim —/27
x?+4 A—m—o | 22+ 4 A——oco 4 (£> +1 A——0 4 (E) +1
—00 A A N2 A N2

2
T

) 1
= lim - arctan—
A——o00

1 . A
= —(arctanl — lim arctan —
2 2

A——o00

A

1
=3 (arctan 1 — arctan(—o0))

1 ,1° 1 1|
e) / re® dx = {—xe%} — / S dr = —xe® — §e3’”
1 1 1 1
= —— — lim (A3 — ) = -
9 A——o0 \ 3 9 9
da Alim ¢*' = 0 und nach der I'Hospitalschen Regel auch
1 1
AEIPOO Ae N AEIPOO e_3A - AEIEloo —36_3‘4 3 AE@OO ¢ 0 gﬂt

Aufgabe 10.30

b5
o
=

9T

™ 8
sin(2x+7) dx +/ sin(2x+7) dx —/ sin(2z+m) dz

™

A :/ |sin(2x+7)| de =
0

o
——

SIE]
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1 = 1 1 or
3 [cos(2z+m)|¢ — 3 [cos(2z+)|x + 3 [cos(2x+7r)];:8
2

1
= 5 (cos 27 — cosT — cos 3w + cos 27 + cos % — COS 37?)
5 (1-Cn- 01 o - ()
2 V2 22

Aufgabe 10.31

1
Der Integrand — hat an der Stelle z = 0 einen Pol 4. Grades.
x

3 0 3
/dx /dg;+ do _ 11° Ly 17° 1 1 (o)
— = [ — — = lim |—— im |——| =0c0—=——— —00) = 00
x4 xrt xt =0 323] | e—+0| 323 3 81
%1

£

19.11 Kurven im Raum, Kurvenintegrale

Aufgabe 11.2

i i I I
1 2 dtanZ
a) /\/1+y’2dx:/\/1+tan2xdx:/ dx:/ifx:
CoS T 1 — tan 5
0 0 0 0
1+tanZ|]4 1+tanZ
In|l——2 =Iln—8 —.88137

1 —tan g 0 1—tan§

2 2
b) / |x(t)|dt = / \/ezt[(cost —sint)” + (cost +sint)” + 1]dt =
0 0
2
\/§/etdt =3(e? — 1) = 11.066
0

Aufgabe 11.4

1 1
Tangente x(1)+ux(l)=|1|+ul 2],
1 3
. 1 —4t—18¢t3
x(t) 1 . 1
T(t) = —+— = 2t |, T(t) = ——— | 2-18t* |,
x(0)] VIt | 50 VIFIEF \ gpp 123

d.h. fiir t = 1 ergeben sich als nicht normierter Tangenten-, Normalen- und Binorma-
lenvektor
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1 11 —42 3 Schmiegebene: 3x—3y+2z =1
t=12], n= 8], b=txn= 42 | = —3 |, Normalebene: x+2y+32=6
3 -9 —14 1 rektif. Ebene: 1124+8y—92=10

Aufgabe 11.5
siche Folie Abbildung 20.6

Aufgabe 11.8
siche auch Folie Abbildung 20.8

a) Schnitt mit y-z-Ebene x = 0: z = +y, d.h. zwei Geraden,
Schnitt mit x-z-Ebene y = 0: z = +x, d.h. zwei Geraden, 20
Schnitt mit z-y-Ebene 2z =0: x =y =2z =0, d.h. nur 0
Koordinatenursprung, 20
Schnitt mit Ebene z = a: 2 + y* = a?, d.h. Kreis mit _
Radius |a|. Es handelt sich um einen Doppelkegel.

20 -20

b) Es gilt 2% + y? = t*(cos®t + sin®t) = ¢ = 22, d.h., die
Kurve lduft auf dem Doppelkegel. Aulerdem wéchst die
z-Komponente bei jeder Umdrehung. Also handelt es sich 20

um eine konische Schraubenlinie. 0

-20

20 -20

0 ]
50”7 20
tcost . cost —tsint
c) Z(t) = tsint |, Z(t)=| sint+tcost |,
t 1
Z(t)] = Vcos? t + 2sin®t — 2t costsint + sin® ¢ + 2 cos? t + 2t sint cost + 1
= V2412,
. cost —tsint
Tangenteneinheitsvektor T'(t) = sint +tcost |,
& Q V2412 1

Hauptnormalenrichtung
. ! (—QSint—tcost)VQ—i—tQ—(cost—tsint)\/giW
T(t):m (2cost —tsint)V2+ 1% — (sint + tcost) ==

t
V2412
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1\ . 0 0
Fiir t=0: T(0)=—= [ 0],7(0)=3 [2v2 ]| = v2
V2 1 0 0
Also ist das begleitende Dreibein
im Koordinatenursprung
B A EA T 0 In der Abbildung ist
TO)==10]. NO)={1], das begleitende Drei-
V2 {4 0 . .
bein durch nichtnor-
-1 mierte Vektoren darge-
B(0)=T(0)x N0)y=-L [ o0]. stellt.
V2 1
T(0 2
/1(0):|;()|:£:1 oder
[Z(0)] V2 1 0 =
- 0] x |2 0
w0 xio |\1) " \o 2| 2y

1 1
Krii di 0)=—==1
rimmungsradius p(0) (0

~—

Aufgabe 11.9

a) Die Kurve liegt in der z—y—Ebene. Die Funktion z(t) = t — sint wéchst wegen
2'(t) = 1 —cost > 0 monoton von —oo nach +oo, sie ist sogar iiberall streng
monoton wachsend, da die Ableitung nur an isolierten Stellen gleich 0 wird. Wei-
terhin ist wegen —1 < cost < 1 das Intervall [0,2] Wertebereich von y(t). Also
kann die Kurve in der z—y—Ebene als Funktion y(x) mit Definitionsbereich R und
Wertebereich [0, 2] dargestellt werden.

Betrachtung der Funktion y(z):
Nullstellen: y(t) =1 —cost =0 < t=2r, [ ganz < z = 2ln, | ganz

y'(z) = £ = S2L Da der Nenner nichtnegativ ist, hat y/(z) das gleiche Vorzeichen

l—cost’
wie sint. y/'(z) = 0 kann nur fiir ¢ = kx gelten. Fiir kK = 2+ 1 ist der Nenner gleich
2, so dass eine Nullstelle vorliegt, fiir £ = 2] hingegen gilt nach der I’'Hospitalschen

Regel lim 2L = lim 9! — 400, d.h., die Funktion y(x) hat in ihren
t—km+0 1—cost t—km0 SNt

Nullstellen x = 2l einen Knick mit senkrechter Tangente. In den iibrigen Punkten
gilt

>0, 2r<zx<2+1)rm monoton wachsend
y'(x)s =0, =2+ 1)r = Maximum y(z) = 2
<0, @+1)m<z<(2l4+2)r monoton fallend
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Ty — Y 1 cost)cost—sin?t cost —1 1
)= D0 GeoslJ et = <0
x (1 — cost) (1 — cost) (1 — cost)

= {iberall konkav.

24F
|

7 6 -5 4 -3 2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 x

Die Kurve wird als Zykloide bezeichnet.

t—sint . 1 — cost 2sin® L sin &
b) Z(t) = 1—rcost |, Z(t) = sin ¢ = | 2sinicosi | = 281H§ cos
0 0 0 0
: t t t t t t
|Z(t)| = 2| sin§| sin? 5T cos? 5= 2| sin§| = 231n§ wegen O§§ <, also
t
o B () sin
Tangenteneinheitsvektor 7T'(t) = —— = | cosg |,
|Z(t)] 0
. cos % .
Hauptnormalenrichtung T'(t) = = | —sing |, |T(t)] =3,
0
: ¢
Hauptnormaleneinheitsvektor N(t) = ——=| —sini |,
T(2)] 0
0
Binormaleneinheitsvektor B(t) = T'(t) x N(t) = 0
—1
(Das ist ohnehin offensichtlich, da die Kurve in der z—y—Ebene verlauft.)
2 y 7
Begleitendes Dreibein: ¥ N\
= 7 2] q 1 2 3 4 5\-._ 6 x
(T, N(0). B(0)} = T
sin é cos %t 0 ‘
cosy |, —sing |, 0 A /
0 0 —1 /,/
TN ‘ y,
7t 2sin & t
¢) Kriimmungsradius ¢ = ‘gi( ) = —2 =4sin-
IT(t)| 1
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2 2
d) Bogenlidnge s = / Va2 +yg2dt = / \/(1 —cost)’ +sin®tdt =
0 0
27 2 27
t
/\/1—2(:ost+0082t+sin2tdt:/\/2(1—cost)dt:/\/4sin2§dt
0 0 0
2 2 o
t t .t t
:2/sin§dt:4/sin§d§:—40055 ) =—4(-1-1)=8
0 0
e) z(0) =0, z(27) = 2m,
=27 t=2m 27 27 27
d
A= /ydx = /yd—f dt = /yidt = /(1 — cost)’dt = /(1 — 2cost + cos’t) dt
2=0 =0 o, 0 0
t+sintcost|” 2
:t_QSimH_M :2W+_7T:3_
2 . 2 =
Aufgabe 11.11
\/isint \/ﬁcost
a) x(t)= | 2—v2sint |, &(t)= | —v/2cost |, [|&(t)]|=v2cos? t +2cos?t + 4sin? t =
2cost —2sint
2,
1
Tangentencinheitsvektor T() = —2t) ?EZZ
angenteneinheitsvektor = =|—-=
. t \/5 I
I
— 5 sint - -
T(t) = %sint , T ()] = \/5 sin®t + 5 sin®t + cos?t = 1,
—cost L sin ¢t
. _ T |
Hauptnormaleneinheitsvektor N (t) = — = Zsint |,
iFor -\ v
i J k
Binormaleneinheitsvektor B(t) = T'(t) x N(t) = % cost _% cost —sint
—%Sint %Sint —cost

% cos®t + % sin’t
- %sin2t+%c052t =
1

Ecostsint— %Sintcost

S
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( 1 1

7 cost ~ sint %
begleitendes Dreibein —% cost |, \}5 sint |, %
\ —sint —cost 0
% T V2sint
b) Schmiegebene: % y| — | 2—v2sint =0,
0 z 2cost
! 4y VEsint = 0, ——r oy =3,z oy =2
—r—sint+—y— sint =0, —z+—=y=V2, z =2,
NG Noks NG rry=<
) (A1 —— . 1
Kriimmung: x(t) = ~— = —, Krimmungsradius: p(t) = — = 2,
lz@)l 2 K(t) =
\/isint _\/Lﬁ sint
Kriimmungsmittelpunkt: x(¢t) + p(t)N(t) = | 2—+2sint | + 2 %sint =
2cost —cost

S NN O

¢) Da der Kriimmungsradius konstant ist und zu jedem Kurvenpunkt derselbe Kritmmungs-
mittelpunkt gehort, ergibt sich fiir jeden Kurvenpunkt derselbe Kriimmungskreis.
Die Kurve x(t) féllt also mit ihrem Kriimmungskreis zusammen. Es handelt sich
um den Kreis mit Radius 2 um den Punkt (0,2,0) in der Schmiegebene x +y = 2.

Aufgabe 11.12

3 3t?
a) z(t) = | 62 |, &(t)= | 12t |,
24t 24

|&(t)]| = VOr* + 14422 + 576 = \/9(t* + 162 + 64) = 1/9(2 + 8)* = 3(t* + 8),

0 1 1 1
z0)= (0|, z(1)=[ 6 |, 1= [|l&@)|dt= [3(t2+8)dt = t>+24¢|; = 25
0 24 0 0
0 0 0
b) (0) = | 0 |, Tangentenrichtung: &(0) = | 0 |, normiert | 0 |,
0 24 1

Tangente X (t) =t , d.h. die z—Achse

_ o O
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t2

(1 1
(1) n

~ @@ 2 +38
2t(t* +8) — 2t -

¢) Tangenteneinheitsvektor: T'(t)

. 1
Hauptnormalenrichtung: T'(t) = ——— 4(t* +8) — 4t -2t |,
(t2 +8) _8.9¢
0 ‘ 0 0
TO)= (0], T0) = [1/2], NO) = |1
1 0 0
Binormaleneinheitsvektor (Stellungsvektor der Schmiegebene):
i J k —1
B0)=T0)xN0)=]0 0 1 |= 0],
010 0
Schmiegebene also z = 0 (y—z—Ebene)
TO)| 1/2 1 1
d) Kriitmmung: x(0) = H = ﬁ =8 Kriimmungsradius: p(0) = (0] = 48,
0 0 0
Kriimmungsmittelpunkt: (0) + p(0)N(0) = [ 0] +48 [ 1] = | 48
0 0 0
Beim Kriimmungskreis handelt es sich also um den Kreis mit dem Radius 48 um
0 0
den Punkt | 48 | in der Ebene x = 0, d.h. den Kreis X (t) = | 484+48cost |, —w<t<m
0 48 sint

baw. & =0, (y—48)% + 2% = 48°.

Aufgabe 11.14
Parameterdarstellung des Einheitskreises: z(t) =cost, y(t)=sint, 0<t<2m,
Bogendifferential: ds = /42 + g2 dt = \/(— sint)?+ (cost)* dt = dt,

Masse = Dichte (in Masseneinheit pro Langeneinheit) mal Lénge, bei variabler Dichte
2

also m = /g(x, y)ds = /(1+y2) ds = /(1+sin2 t)dt
K

K 0

Fiir die Auswertung des Integrals [ sin? ¢t dt gibt es mehrere Méoglichkeiten:

1 2t
Verwendung der Formel cos2t = 1 — 2sin?t = sin?t = +cos

und anschlieende Integration

oder partielle Integration / sin?tdt = — costsint + /0052 tdt = —costsint + [ (1—sin®t)dt

t —sintcost
=—costsint+t—/sin2 dt — /Sin2tdt:$

1 1
oder Benutzung einer Formelsammlung, die z.B. die Formel / sin? ax dz = 5174— sin 2ax enthilt.
a
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27
, coth 3 sin2t|”"
m= [ (1+sin*t)d dt = =t + -
2 T |,
0 0

19.12 Differentialrechnung in mehreren Verinder-

[y

lichen

Aufgabe 12.3

. —2ZL‘1 . I
a) for = / 2 2/ 2 2’
v/ 1 -2+
2 1\/1 a:l zQ 1-1’%
f:lel:_ 2 3 = - 3

2 2

— %2
1’1( \/171%7:13%) T1T2
fxlzg = = -

> 2
I =i - 1—a2 —a3

3

andere Ableitungen analog, also

Vf= ——12 5 <x1)7 Hy=— ! 3 <1—x2 1£L‘1l‘22)
V1—a7—2x5 \12 1—a2?— 232 T1T2 -1

a2

b) Vf = ( ) cos(axr +by), Hy = — (ab ZQ) sin(az + by),

v/ 00:() H,(0,0) = (8 8)

2ry — (2 + xl)xlxge 1
c) Vf = ln x3 — zie” ,

2 — (2z9 + 4x1x2 +2ir)e™ — (24 xy)T1" 0
1

—(2+ x1)x 1™ 0 o
0 1 _z2

- 2

3 z3
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Aufgabe 12.4

fa 322y 6
Vixuyz)=|f,] =] 2%z |, Vf(-1,1,2)=|—-4],
2 55392 +1 0
fa:a: fxy fzz 61‘y22 6[L‘2y2 31’2y2
Hf('r7 Y, 2) = fy:z fyy fyz — 6$2y2 21‘32 2.%'33/ s
Jex fzy Jez 31'23/2 2x3y 0
—12 12 3
Hi(-1,1,2)= | 12 -4 —2
3 —2 0

Aufgabe 12.7

| —

1
Vf(z,y) = —ﬁ (z) , normierter Richtungsvektor: r = (_1/5)

Richtungsableitung: 9,(v3,1) = Vf(v3,1) -r =

Aufgabe 12.8

B ™1 201/
normierter Richtungsvektor: a = (Cf)s 7§> = — < ), < :zczy 2),
sin ¢ 2 37y

%(x,y):Vf(:p,y)-d’:%(2\/§xy3+3x2 %), a;: 1,—-2) = 5(—16V3+12) = 6-8/3

@
l\')l»—t

Aufgabe 12.13
g du 0§ 4 o du dn
ox 8§ Oxr Onox
3f ou 85 L ou ou 877
3y 85 8y on 6

Aufgabe 12.15
siche Folie Abbildung 20.9

= (cos& +2¢n)2x + &% = 2w cos(2” +y%) + (2” +y*) (52° + )y,

= (cos &+ 26n)2y + &z = 2y cos(z® + y*) + (2° + y°) (2® + 5y*)w

Aufgabe 12.16

sinz _cosz __sinzsiny
- ; )
_ cosy H. — cosy cos?y
Vz= coszsiny |» 44z = | sinzsiny cosz(l+sin®y) | o

cos?y cos?y cos3y

2(z,y)=2(0,0)+(z y)Vz(0,0)—F%(:E y)H.(0,0) (;>+...:1+%(—x2+y2)+...,

Tangentialebene: 2z =1
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Aufgabe 12.17

1/
Vz= 3 ( y?x) Damit ergibt sich als Tangentialebene
xly

1
z2=06+ (x—3 y—lQ)Vz(B,lQ):6+(9c—3)+1(y—12), d.h. 4r+y—42=0.

Aufgabe 12.18

1 1 1 I 1
V9 ) e ()
£(0.0) =1, VF(0,0) = — G) CH0,0)= G }) ,

ren=1=56 0 () =536 0 (1) ()

1 1 1 1
=l—c(e+y) —z(@+2y+y")=1-=(z+y) — z(z+y)’°
2 8 2 8
1
b) z = Pi(x,y) =1— §(x+y), dh z+y+22=2
t _ 1
c) #(t) = t , Tangentenrichtung: #(t) = 1 ,
VI— 2 ~1/VI—2t
. 0 1
Tangente: X (v) =7(0)+vZ(0)= 0] +ov | 1
1 —1

d)r+y+2z=v+v+2(1—-0v)=2
Aufgabe 12.21

e) Niveaulinien

X, 2

TN |
8 8 \3 \
7 \ \\P=4 7 \

5] 1 \ 5
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f) Funktionsgebirge

N~
5
\\& L SR N WA W R

AITYVY

20

Aufgabe 12.22

h(x,y)=36+6x—x2+10y—y2

?ﬂfk
aag
5
3 e
1.
! ' _.ﬁ%
e T \ A=
w}? 101 43 x
N AR
|

Aufgabe 12.23

a) f(z,y) = 2?—y*—2r—6y = (x—1)°=1—(y+3)+9 = C, (z—1)’—(y+3)’ = C-8,
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) U

C>8: 5 5 =
VO —8 VO —8

Hyperbel, Mittelpunkt (1, —3)

C=8 (z—1)°=(y+3)% y+3=+(z—1),

Niveaulinienbild

o,

Paar sich schneidender Geraden

Hyperbel, Mittelpunkt (1, —3)

S

AN

777

/
ll’l[”ﬂ

Funktionsgebirge

c) Da sich fiir jedes jedes Niveau C' € R nichtleere Niveaulinien ergeben, ist R der
Wertebereich der Funktion und die Funktion ist unbeschréankt.

Man kann sich davon auch dadurch iiberzeugen, dass man f(z,0) und f(0,y)
betrachtet. Offensichtlich gilt ndmlich lim f(z,0) = co und lim f(0,y) = —o0, so
T—00 Yy—00

dass f(z,y) weder nach oben noch nach unten beschréankt ist.

Aufgabe 12.24

a) Die Funktion f ist definiert, wenn z2+y*+22+10y = x2+(y+5)2—25+z2 # 0, also
224 (y+5)°+ 22 # 52 gilt. Also ist sie iiber dem R® mit Ausnahme der Kugel mit

Radius 5 um den Punkt (0, —5,0) definiert:

DB(f) = R\{(,y,2) € R?: 2?4 (y+5)"+2* = 5%}.
Es gilt 22 +192+22+10y = 22+ (y+5)° —25+22 > —25. Vom Nenner werden
alle reellen Zahlen > 25 mit Ausnahme der Zahl 0 angenommen. Daher ist eine

Fallunterscheidung erforderlich:

P2+ 422 410y > 0 =

0> 22 +9?+22+10y > —25 <= —00<

Somit gilt WB(f) = (—o0, —4] U (0, c0).
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100 100
b = P20y = —
V@2 = ara o, © TV E =1
([ —co<(C'<—4: Kugel mit Radius
\/ 22 + 25 um (0, —5,0)
100 C=—4: Punkt (0,—5,0)
2 2 2 _ ¥ . ; ;
74 (y+5)"+2" = o T _4<C< 0 leer
0<C : Kugel mit Radius
\ \/ 22 + 25 um (0, —5,0)

10

Aufgabe 12.27

d 2 2
a) _f = "V | ety 2zy + Qy— =14+ 2x2y)e“2y*4 + -,
Ox xy? x
g = eVt 4 2295—y — 34 4 i
Oy zy? Yy
of of

2
(2,1) = (1+8)+ - = 10, 2,1

oz 2:8_y<’): 1 =
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b) Der stéirkste Anstieg erfolgt in Richtung des Gradienten, d.h. in Richtung < ig) = (

Da beide Komponenten positiv sind, liegt der Winkel im I. Quadranten und betriagt
arctan 2 ~ 50.19°.

O _05or ofoy on _ofor ojoy
ou Oxrdu Oyodu Ow Oxdv Oyodv

8x _ AU aZL' _ 2v ay _u,2v ay o u, 2v
ou 81)_26 ’ u_ CC (%_288 ’
Ox Ox dy dy
(0,00 =1, —=—(0,0)=2, =-(0,0)=1, =>(0,0)=2
au <O7 O) ) av (07 O) ) au <O7 O) Y a’U <O7 O) 9
oh oh
(#(0,0),5(0,0)=(2,1), 5-(0,0)=10-1+12-1=22, —(0,0)=10-2+12-2=44

19.13 Bestimmung lokaler Extremstellen

Aufgabe 13.1
siche Folie Abbildung 20.10

Aufgabe 13.4
siche Folie Abbildung 20.10

Aufgabe 13.5
fo=4x®—4x+4y=0 2*—x+y=0  Durch Addition folgt

3 = 3 3,3 3 3
fy =4y’ +4x—4y =0 y+r—y=20 r’+y’=0 = y=—1" = y=—x
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt 2 — 2z = z(22 —2) =0 = 2 =0,+2.
Stationdre Punkte: (21,11) = (0,0), (22,12) = (V2, —v/2), (z3,93) = (—v2,V2),

1222 — 4 4
Hf_( 4 12y2—4>’

fir (xq,y2): det Hf=20-20 —4-4=384 > 0 = Extremum, f,,=20 >0
= lok. Min. f=-8,
fir (x3,ys3): det Hf=20-20 —4-4=384 > 0 = Extremum, f,,=20 >0
= lok. Min. f=-8,
fir (x1,y1): det Hp=(—4) - (—4) —4-4=0, d.h. so nicht entscheidbar.
Néhert man sich dem Punkt (x1,7:) = (0,0) mit f(0,0) = 0 ldngs der x—Achse
(y =0), so gilt f(z,0) =2* — 22? = 2?(2* — 2) < 0,
ndhert man sich diesem Punkt hingegen langs der Winkelhalbierenden des I. und III.
Quadranten (y = x), so gilt f(z,z) = 2z* > 0,

also liegen in der Umgebung von (x1,71) = (0,0) sowohl Punkte mit negativem als
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auch Punkte mit positivem Funktionswert. Somit liegt an dieser Stelle kein lokales
Extremum vor.

Fiir groBe x und/oder y dominieren die vierten Potenzen, so dass f positiv, aber nicht
negativ beliebig grol werden kann. Da f damit nach unten beschrankt ist, sind die
Punkte mit f =—8 globale Minima, denn sonst wiirde es ein weiteres lokales Minimum
geben. Globales Maximum gibt es keines.

Aufgabe 13.6

a) Hilt man y = 0 fest, so gilt wegen cosh0 = 1 f(z,0) = 2% + 32> + 1 mit
lim f(z,0) = —o0 und lirf f(z,0) = 400, so dass f(x,y) keine globalen Extre-
ma haben kann.
b) fr = (3z* + 6x) coshy = x(3z + 6) coshy =0, f, = (2* 4+ 32% 4+ 1)sinhy =0
Wegen coshy > 1 ist f, = 0 dquivalent zu x = 0 oder x = —2. Da fiir diese beiden
r x®43x* +1#0 gilt, muss wegen f, =0 sinhy =0 < y =0 gelten. Also
sind (0,0) und (—2,0) die einzigen stationdren Punkte.
Hyr.y) = (6x + 6) coshy (322 + 62) sinh y
&Y= (32% + 6x)sinhy (2% + 32% + 1) coshy )’
Hy(0,0)= (g ?) det H;=6>0 = BExtr., fo,=6>0 = f(0,0)=1 lok. Min.,

H¢(—2,0) = (—06 g), det Hf = -30 <0 = f(-2,0) =5 ist Sattelpunkt

(S5 —eS
AT NN
':ﬁwg,;;;%

Y%, 7
e e e 2
s

(0555555
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) Je) = 10,00+ (0 ) VI0.0+ (o ) 11 0.0) (1) + Falorr) =
1+ (x y)(g)+%( ( )(Z)+R2xy_1+3x + 397+ Ra(,y)

Aufgabe 13.7

a) Esgilt f(z,y) = r—y+Iny—Inz. HAlt man z.B. y mit 1 fest, so gilt f(z,1) =z —
1—Inz und lir% f(z,1) = 400, hélt man x mit 1 fest, so gilt f(1,y) = 1—y+Iny und

1iII(l) f(l,y) = —o0. f(z,y) ist also beidseitig unbeschriankt, so dass keine globalen
y—)

Extrema existieren.

1-1
Vi(z,y) = (_1 +xl) = (8) gilt offensichtlich nur fiir (z,y) = (1,1). Es gibt also
Y

nur diesen einzigen stationédren Punkt.

L
Hy(z,y) = (”62 _O%),Hf(l, 1) = ((1) _01).Wegen det Hp(1,1) = —1ist f(1,1) =

K
0 ein Sattelpunkt, lokale Extrema existieren nicht.

b) fle ) =e—1+Int =c—2 Vf(e1)= (15%)

1

z=e—2+(z—e¢ y—1) (106):e—2+(x—e)(1—%):(1—%)x—1

1
Die Gleichung der Tangentialebene lautet also (1 — —)z —z = 1.

e
. cos & L/1 "
oa=(58) =5 (J5): -1
af B L 1/1-1 ry 1. 1° -
%(e,l)—Vf(e,l)-a—§< 0 )-(\/g)—Q(l e)~0.316

d) Seia = (al) ein beliebiger normierter Richtungsvektor, d.h. ||@||=1, a;*+ax?=1.

a2
0 —1 1

Dann gilt —‘i(e 1) = =) (@) = ar(l — =). Wegen a;? + ap® = 1 ist
oa 0 ) e

—1 < a; < 1. Da auflerdem 1 — % > 0 gilt, ist die Richtungsableitung und damit
das Wachstum von f(x,y) fiir a; = 1 am groBten. Wegen a;2 + ao? = 1 ist dann

(1) . Die Funktion wichst also ausgehend von (z,y) = (e, 1) in
Richtung der positiven x—Achse am stérksten.

ay = 0, also @ =

Aufgabe 13.8
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2?4y’ 4274342 3
a) Vf=e" 2y . Wegen e” #0 folgt y = 2z=0 und damit x2—|—2x—f—4:0,
2z
3 1 3 - : 3
Ty = -1 x4 /11— 1= 375 Stationdre Punkte sind also —5,0,0 und

P4+ 2y 22
=e" 2y 2 0
z 0 2

Hy

)

3 .
= —2¢ 2 < 0 = kein Extremum,

1 3 100 1 1 (1 0 3
Hi(—=,0,0)=e 2|0 2 0|, det Hyj=e2>0, det Hy=e"2 =2e 2 >0,

2 0 2

0 0 2
) 1 0 0 )
det Hy=e"2|0 2 0| =4e 2 >0 = positiv definit, Minimum.
0 0 2
1 1

Also gibt es nur ein lokales Extremum: das Minimum f (—5, 0,0) = e 2 &~ 0.60653.

b) Offensichtlich kann f(z,y, z) beliebig grof werden, so dass es kein globales Ma-
ximum gibt. Ferner gilt f(z,y,2z) > 0. Hélt man z.B. y = z = 0 fest und lasst
x — —oo gehen, so erhilt man nach der 'Hospitalschen Regel

3 2?43 2 2
lim f(z,0,0)= lim e"(z* + Z): lim M:— lim —— = lim
T——00 T——00 T——00 ez rz——00 €T z——0co0o e %

=0.

Da der Grenzwert 0 nirgends erreicht wird, gibt es auch kein globales Minimum.
y 3 15

c¢) Uber dem Wiirfel gilt offensichtlich f(z,y,2) < e'(1 +1+ 1+ Z) = ¢~
10.19356, dieser Wert wird fiir die 4 Punkte (1,+1,+1) angenommen. Weiterhin

3 3
gilt f(x,y,2) =e"(2* +y* + 2° + Z) > e (2% + Z) = f(2,0,0). Aus dem Ergebnis

1
von a) folgt, dass f(—a,0,0) ~ 0.60653 einziges lokales Minimum von f(z,0,0)
fir —1 < o < 1 ist. Fir die Funktionswerte an den Réndern gilt f(1,0,0) >
7
f(—1,0,0) = Ze—1 ~ 0.64378 > 0.60653.

15 1 1
Also ist f(1,£1,£1)= 7 e~ 10.19356 der grofite und f(—a,0,0) =e 2 ~0.60653

der kleinste Funktionswert iiber dem Wiirfel {(x,y, 2) : |z| < 1,|y| < 1,|2| < 1}.
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Aufgabe 13.9

Die Extremwertuntersuchung soll unter der zusitzlichen Voraussetzung
x>0, y>0, 2> 0 erfolgen.

1 Y z

vtz (era)? ) 0
) Vi=|oz "Gy @ | = |V =
1 S AN — . 0
r+y  (y+2) (z+2)
z 1 Y 1 x
(z+y)? vtz (z+2)° T4+z (y+2)¥
1 T 1 Y r+y+z xz4+y+=z

y+2+(y+z)2_$+2+(x+z)2’ (y + 2)° (x4 2)°
Wegen x,y,z > 0 folgt y + 2 = x + 2, analog ergibt sich z + 2 = x + y und
x4+ 1y = x + z. Somit sind alle Punkte mit z = y = 2 stationéire Punkte.
Fiir x,y,2>a>0 (a beliebig) ist f(x,y, z) durch 0 nach unten beschrénkt, es muss
also ein Minimum geben, dieses kann nur fiir x = y = z angenommen werden. Da
flz,z,x) = % unabhéngig von x gilt, wird das Minimum in allen diesen Punkten
angenommen.

b) Da diese Uberlegung fiir alle a > 0 gilt, handelt es sich iiber z,y, 2>0 bei z=y=
z, [ = % um globale Extrema.

Féllt die Einschrankung z,y, 2 >0 weg, so gibt es keine globalen Extrema. Davon
kann man sich z.B. durch die Grenzwertbetrachtungen

1 1
lim f(z,1,0) = lim (x 4+ —) = co und lim f(z,1,0) = lim (x4 —) = —o0
T—00 T—00 €T T——00 T——00 €T
iiberzeugen.

Aufgabe 13.11

a) y(x;) = ma; +n =y,
4

Methode der kleinsten Quadrate: S (ma; +n —y;)° — min
i=1

4 4 4
fiihrt auf Normalgleichungssystem > x?m+ > z;n = x;y;
~ : :

) =1 =1

4
1=

4
T; M+ dn=>y;
1 i=1

i | orf2] 3] 4] =
n | 0] 1] 2| 3] 6
v |10 28] 51| 69 158
20 1] 4] 9| 1
i | 028102 207 || 337
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14dm+6n= 337 42m+18n =1011 —

6m+4n= 158 42m+28n =1106  +

10n= 95
n= 9.5
6m =158 —4-9.5, m=20, y(z)=20x+9.5
by |t |2 |3 ] |4 |

T 0 1 2 25| 3 4

v, |10 |28 |51 69 Schatzwerte y(2.5) = 59.5,
y(x) | 95295 [ 495 | 505 | 69.5 | 89.5 y(4) = 89.5

Aufgabe 13.14

K(xy,29) = %x% + 73 + 279 + 1000 — min
NB: T1+ To = 80

a) xo = 80 — xq,
K(21) = §27+6400 — 160z + 3 + 160 — 221 +1000 = 323 — 1622, + 7560 — min,
lg’(xl) =3r; —162=0 fir z; =54,
K"(z1) =3>0 =—>  Minimum bei x; = 54, 1, = 26
b) F(x1,02,A) = a3 + 23 + 2w5 + 1000 + A(zy + x5 — 80)
Fo= z1+ )\ =0 x1=-X
Fr=222+2+A =0 ay=-2F2
Fr= 2+ -80=0 -A-242_80=0
BA+162=0, A\=—54 = =z, =54, x5 =26

K ist nach unten beschrankt, daher muss es ein Minimum geben. Da nur ein sta-
tiondrer Punkt existiert, liegt dort das Minimum.

Es sind 54 Stiick in der Produktionsstatte P; und 26 Stiick in der Produktionsstétte
P, herzustellen.

Aufgabe 13.15
Nebenbedingung =, + x5 + x3 = 7050
K (21,29, 23, \) = 32% 4+ 6021 + 423 + 6022 + 523 + 6023 + A(z1 + 22 + 23 — 7050)

Ky = 6214+60+X =0 = z;=-240
Kpy= 81, +604+ X =0 = xp=—2%
Ky =103+ 60+ X =0 = x3=-2%
K\ =a1+7+23—-7050= 0 — —240 9+86° — 2480 — 7050

%(A +60) = —7050, A = —18060, = x; = 3000, x5 = 2250, z3 = 1800
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Da es ein Minimum geben muss und nur einen stationdren Punkt gibt, wird das
Minimum dort angenommen. Also sind 3000 Stiick auf der Produktionslinie P;, 2250
Stiick auf der Produktionslinie P, und 1800 Stiick auf der Produktionslinie Ps zu
produzieren.

Aufgabe 13.17
Abstand von (0,2): /22 + (y — 2)°

Das Minimum des Abstands wird im gleichen Punkt angenommen wie das Minimum
des Abstandsquadrats. Deshalb 16sen wir der Einfachheit halber die Aufgabe

f(z,y) = 2* + (y—2)* — min
NB: 22 —9y?>—4=0

F({L‘,y,/\):$2+(y—2)2+)\(l’2—y2—4)

F, =2x+2\x =0 = z(1+X)=0 (I)
F,=2y—2)-2\y=0 = y(l-\)=2 (II)
Fn=2z>—y*—4 =0 (III)
(I) = z = 0, dann wiirde aus (III) —y* — 4 = 0 folgen, was nicht sein kann,

oder A = —1, dann folgt aus (II) y = 1 und aus (III) schlieBlich # = £+/5.

Da der Abstand nach unten beschrénkt ist (nicht kleiner als 0 werden kann), muss es
ein Minmum geben. Es kann nur in den Punkten (v/5,1) und (—+/5,1) angenommen
werden. Wegen f(v/5,1) = f(—/5,1) = 6 haben diese beiden Punkte mit /6 den
geringsten Abstand zu der Hyperbel.

oder:

f) =y +4+y—2)° flly) =2y+2@y—2)=dy—4=0firy =1, ['(y) =4 > 0.
Somit wird das Minimum fiir y = 1 angenommen. & = £+/y2 + 4 = /5. Also haben
die Punkte (v/5,1) und (—+/5,1) den geringsten Absand zu der Hyperbel.

Aufgabe 13.18

F(.’L’,y, )\):.’L'y + )‘(‘12 + y2 o 2)7

Fo=y+2\=0 = y=-2X\z, F,=2+2\y=0 = z=-2\y=4\z

= z=y=0 oder /\::I:% = y==uz,

Fy=2?>+9*—-2=0 = x=y=0 scheidet aus, aus y==x folgt 22?=2, x =41, y==%1
(Vorzeichen unabhiingig voneinander). Da f(x,y) = zy iiber dem Kreis 2% + y* = 2
beschrénkt ist, muss es ein Maximum und ein Minimum geben, die Extrema kénnen
nur in den Punkten (1,1), (1,—1),(—1,1), (-1, —1) angenommen werden. Also ist das
Maximum 1 und wird bei (z,y) = (1,1) und (=1, —1) angenommen, das Minimum
ist —1 und wird bei (z,y) = (1, —1) und (—1,1) angenommen.
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Aufgabe 13.19

a) F(z,y,2,A p) = + 3y* +22% + ANz + 3y — 30) + p(y + 2z — 20)

F,=2x+ A =0 = \=-2r
F,=6y+3\+pu=0 = pu=—6y—3\=06x—06y
F,=4z+2pu =0 = z=-8=-3z+3y
Fy=2+3y—30=0 = r+ 3y= 30
F,=y+2:-20=0 = —6z+ 18y = 20

6x + 18y = 180
20y =200, y=8, =6, 2=6
(6,8,6) ist der einzige stationdre Punkt. Da f(x,y, z) nach unten beschrénkt ist,
muss es ein Minimum geben. Also liegt + = 6,y = 8, z = 6 das Minimum
£(6,8,6) = 300.
b) 2 =30 -3y, =10 — %,
F(y) = (30 — 3y)* + 3> + 2(10 — ¥)* = 900 — 180y + 9y + 3y + 200 — 20y + £
= 242 — 200y + 1100,
flly) =26y —200=0 = y=8, f"(y)=25>0
= Minimum f(8) =300 beiy =8, =6, 2=6

Aufgabe 13.20
Flz,y, 2, p) =z +y+z+ Mo +2—1) +p@® +y? —4)

(I) F,=1+X+2px =0
(II) F,=1+2uy =0
() F, =1+ =0
(IV) Fh=z+z—-1 =0
V) F,=2*4+y*—4 =0
(
(

HI) = A=-1, (I) = 2uxr =0, p=0ist wegen (II) nicht méglich = =z =0,
V) = z=1 (V) = y==%2 () = u=-g, =7}

Stationédre Punkte (z,y,z, A\, u) =(0,2,1,—1, —i) und (0, —2,1, —1, i)

f(0,2,1) =3, f(0,-2,—-1)=-1

Léngs der geschlossenen Kurve muss es mindestens ein Maximum und ein Minimum
von f(x,y, z) geben. Da es nur 2 stationdre Punkte gibt, wird in diesen das Extremum
angenommen:

Maximum f(0,2,1) =3, Minimum f(0,—-2,1) = —1

Aufgabe 13.21
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A = ab + 2ac + 2bc — min
NB: V=abc=1

‘ L(a,b,c, \) = ab+ 2ac + 2bc + A(abe — 1)
L,= b+2c+ \bc =0
b Ly= a+2c+ Aac=0
7 L.=2a+2b+ Xab=20
Ly= abc—1 =0

Wegen abc = 1ist a # 0, b# 0, ¢ # 0. Aus L, = 0 folgt /\:—%,
Einsetzen in L, = 0 ergibt a+20—%ac =a+2c—a—2% =0 = 2c=2%c = a=0,

Einsetzen in L. = 0 ergibt 2a+2b—%ab:2a+2b—“f—2a20 = 20=2b =
a=2c, alsoa=0b=2c, abc=4c> =1 = c:{’/g, azsz{’/%.

Es gibt nur einen extremwertverdédchtigen Punkt. Da A nach unten beschrénkt ist,
muss es ein Minimum geben, deshalb liegt dort das Minimum vor.

Die Seitenléngen des Quaders sind daher ¢ = ¢ 111 =y idm3 ~ 0.63dm = 6.3 cm,

a=b=2c~ 12.6 cm.

Aufgabe 13.2

Schnitt durch das Niveauflachenbild von
flay,2) =2 +y* + 22 —wy + 22 + 2

o) o)

Aufgabe 13.13
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flo,y) =1+ ya?

I

77 777 A7

JILAN
MR

mit Niveaulinien f =1

/

o
X
5>

(langs der Koordinatenachsen)
und Extrema beziiglich der

Nebenbedingung 2% + y? = 1

/
WW
SR

/
W

N

Aufgabe 13.23

Aufgabe 13.24
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150

Aufgabe 13.26

a) Wegen y%+1#0 Yy €R ist DB(f) =R”.

2r+6
y2+1
b) V= (224+62+19)(—2y) |’
(y241)°
2 2 2 9 5
- —= 222
Y y
2 (22+6)(=2y)
H, = 92-1-1 (y2+1)2
7| @e46)(=2y) (22+62+19)(6y°2) |’
(y2+1)* (y2+1)°
19 3 1 -3
2 2

1 -3
19 19 x—0 1 z—0
nen =5+ (s -7) (1) +at0 v 2 ()
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19 19 1 19 95 x2 19
— 43— (=) =22 3e(y—1)+ - (y—1)? = 2 46219y + — —3zy+ —y?
5 +3z 5 (y )—|—2x 3z(y—1)+ 1 (y—1) 1 +62—19y+ 5 3xy+ 1Y

19 19 19
Tangentialebene z = ?—I—?w—?(y—l), d.h. 3z— ?y—Z:—19, —6x+19y+22=238

=
= (2246x+19)(—2y)
T ()

=0 Wegen = -3 ist 22+62+19=10 und daher y=0.

0 —-20
H¢(—3,0) ist also indefinit, so dass in (—3,0) ein Sattelpunkt vorliegt. Extrema
gibt es nicht.

d) £(~3,0) =10, Vf(~3,0) = (8) Hy(~3,0) = (g _28),

Einziger stationédrer Punkt ist (—3,0). detH(—3,0)=det (2 O) =—-40<0.

Ty(z,y) = 104 (z+3)>—10y?,
Tangentialebene z = 10 (Fiir Sattelpunkt ist Tangentialebene parallel zur z—y—
Ebene.)

e) 22 +62+19 = (z+3)*+10 > 10, y?+1>1, = f(z,y) >0 Va,y,

nimmt

10
f(x,0) = (z+3)*+10 nimmt alle Werte aus [10,00) an, f(—3,y) = 1
Y
alle Werte aus (0, 10] an. Also gilt WB(f) = (0, c0).

Aufgabe 13.27

a) fo=20x+12y+ 8=0 |3 60z+ 36y+ 24=0 |- ;
fr=120+20y+24=0 |5 60z+100y+120=0 |+ 64y+96=0, y=—=

?

- I3 12y +8 1
stationar nur | -, —= Tr=— = —
27 2 20 2
20 12
Hy = (12 20> , detHy =400—-144 >0 == Extremum, f,;, =20>0 =
Minimum
Einzige Extremstelle ist das Minimum f(0.5, —1.5) = —16.
10 6 x x
b r,y) = (z +(8 24 =C
Ve =6 0 (g 0) (5)+e 20(3)
10—-X 6 9 9 16
6 10—\ =100—20A\+X =36 =XA"—20A\+64=0, A\ 2=10%+/100—64= 4
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EV zu A\ =16 EVzul =14
-6 6 1 /1 6 6 1 /-1
6 —6 norm. EV%<1> 6 6 norm. EV%( 1>
. . x I (1 -1 1S
Die Drehung kann also nach der Vorschrift = — erfolgen:
Y V2l 1) \n

v (DG D) Ee w60

Y

(€ n)(lg 2) (g)+i(32 16)(5):16§2+4n2+16\/§§+8\/§n20

V2
Aus dieser Darstellung ergibt sich iibrigens
1\* 16 3 1) V2V 16,4
z,y) = 16( e+ — ——+4( + 2) —4-2:16( +—> +4( + 2) 16, das
f(z,y) <£ \/5) 5 4 § NG 7

einzige Minimum liegt mit dem Funktionswert —16 bei <§> = <_1\§§\/§) -
2\ 1 (1 =1\ [(-1/v2\ ([ 1/2\ . .
<y> =/ <1 1> < NG ) = (_3/2> wie bereits bekannt.
2
Fiir die Niveaulinien f(z,y) = C ergibt sich 16(5%—%) + 4(77+\/§)2 = (C+16,

() v’
() (v5m)

Niveaulinien gibt es nur fiir C'> —16, es handelt sich im transformierten Koordina-
tensystem um Ellipsen mit den Halbachsen —VCZAG und —VC;AG um den Mittelpunkt

)
c)
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transformiertes System Ausgangssystem

d) Nach b) gibt es Niveaulinien genau dann, wenn C' > —16 gilt; also ist WB(f) =
[—16, 00).

Aufgabe 13.29

Implizite Funktion x"5+y"4—4xy—11x+2=0
mit Tangente im Punkt (1,2)

2.5

o]

o] "I " o5 1 15 | |2
|0.158 1.924

Aufgabe 13.30

a) f=102%+12xy +10y>+8x +24y, f, =20x+12y+8 und f, = 122+ 20y +24 sind
y
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offensichtlich stetig.
12 144 12 of 12 12
0,— ) =10—+24 | —— | =0 0,— | =20 —— |+24=-24
f(’ 5> % ( 5) ’ 8y( 5) ( 5>+ 7
0

Also sind alle Voraussetzungen des Satzes iiber die implizite Funktion erfiillt. Somit

wird durch f(z,y) = 0 in der Umgebung des Punktes (0, —22) eine Funktion

5
y = ¢(z) definiert.

of/ox  20x+12y+8 12 (—2)+8 13

/ _ _ / —_ S\ 5)"° 2
b) ¢'lz) = af /oy~ 12z+20y+24’ ¢ 0)=-2% (—2)+214  _15 086667
12 13
) tx) = 9(0) + F(O)(a—0) = — 1

d) £(0.1) ~ —2.4866667
1

£(0.1,9) = 0.141.25+10y°+0.8+24y = 0, 10y>+25.2y+0.9 = 0, y>+2.52y+0.09 = 0,
~0.0362353
=—1. V1.26% — 0.09 ~
Yjz = —1.20:Ev1.267 = 0.0 —2.4837647

Die Losung y; liegt zwar auf dem Nullniveau f(x,y) = 0, nicht aber in der Um-
gebung des Punktes (0, —2.4), in der durch f(x,y) = 0 eine Funktion y = ¢(x)
definiert ist. Also ist ¢(0.1) ~ —2.4837647.

-1 A5 0.5 1 15 2

)
Niveaulinie f(z,y) = 0, eine Umgebung von (0, —2.4),
(), t(z) und Punkte (0.1,¢(0.1)) und (0.1, y,)

Aufgabe 13.31
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Ti | Yi 9022 $§ 95? TiYi ffzzyz

-2 8| 4|-8|16| 16| —32
1|1 1|-1| 1 1] -1

0O O O] 0| O 0 0

10 2 1 11 1 2 2

2| 8| 4| 8|16| 16| 32

X1 0 1110 0|34| 35 1

a) Approximation durch y(x) = mx 4+ n

Normalgleichungssystem Yz? m+ Yx; n = X,y

Yxym+  kn=2Xy; (k=05)
0m =35 5n=1, m=_ n=% ya)= at
m=355n=1m=g n=y ylo)=sr+

b) Approximation durch y(r) = ax?® + bx + ¢

Normalgleichungssystem Yz} a+ Xa? b+ Ya? ¢ = Xa?y;
Yz} a+ Sr? b+ Yz ¢ = Sy,

Yr?a+ Sx; b+ ke =Xy, (k=5)
34a  +10c= -
100 =35 b=~
2 1 12
10a + bc= 20a + 10c = 2, 14a = —1, a:—ﬂ, c:£
1, 7 12
y(z) = —1a® + §x+ 3z
c) yi || mz; +n | ax? +bx; + ¢
-2 | -8 —6.80 —6.94
-1 -1 —-3.30 —-3.23
0 0 0.20 0.34
1 2 3.70 3.77
1.5 5.45 5.43
2 8 7.20 7.06
2.5 8.95 8.65
Aufgabe 13.32
| 2311z
a =
Y 5
~ 2311 23—11z)° 2311
f(x) = f(z,y(z)) = 102* + 122 :c+10( 5% z) + 8x 424 E z
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5022 + 2762 — 13222 + 1058 — 1012z + 24222 + 40x + 552 — 264x

3
16022 — 960z + 1610

= = 3222 — 1922 + 322

5
flz) =642 -192=0 = z=3,

23—11x

f"(z) =64 >0 = Minimum bei z =3, y = =-2, f(3,-2)=34

5

Uber der Gerade ist die Funktion eine Parabel, deren kleinster Funktionswert 34

ist, wiahrend sie nach oben unbeschrankt ist.

b) F(z,y,\) = 102% + 122y + 10y? + 8z + 24y + A\(11z + 5y — 23)

F,= 20z+ 12y+ 8+11A=0 |- 5
F,= 120+ 20y+ 24+ 5 =0 |-11
Fy= 1o+ 5y— 23 ) I+
1002 + 60y + 40+ 550 =0 |-
1322 + 220y + 264 + 550 = 0 |+
32x + 160y + 224 =0 |:32
r+ bdy+ 7 =0 |—
7 122420y +24
102 ~ 30 =0, 2=3, y=— ”’":—2,A:%:

Aus Aufgabe 13.27 ist bekannt, dass f(x,y) iiber R? nach unten beschrinkt ist.
Damit ist f(x,y) erst recht iiber der Gerade 11x+5y =23 nach unten beschrinkt.
Folglich muss es ein Minimum geben. Da es nur einen extremwertverdédchtigen
Punkt gibt, liegt dort das Minimum, dieses ist f(3, —2) = 34. Kleinster Funktions-
wert ist 34, nach oben ist f(z,y) auch iiber der Gerade unbeschréinkt.

Aufgabe 13.33

Umsatz U(p1, pa, p3, pa) = a1p1 + aopa + azps + aaps
= 1000p; —20p2 +1500p; — 10p% 4 1000p3 — 10p2+2000p, — 10p?

Nebenbedingung

a1+2as+2a3+2a4 = 1000 —20p; 43000 —20p2+ 2000 —20p3+4000 —20p, = 7800,

d.h. 2200—20p; —20ps —20p; —20p, = 0

F(p1,p2, 3, p1, ) = 1000p; —20p7 +1500p2, — 10p3 4 1000p3 — 10p3 +2000ps — 10p3

F,, = 1000 — 40p; — 20X —0
F,, = 1500 — 20py — 20 =0
F,, = 1000 — 20ps — 20X —0
F,, = 2000 — 20p; — 20 =0

F)\ = 2200 — 20])1 — 20])2 — 20])3 — 20]?4 =0

333
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A 7

25—§+75—)\+50—)\+100—)\:110, 5)\:140, A =40
— pl = 5 e a; = 900
Py =35 — ap = 1150
p3 =10 — a3 = 900

py =60 — a4 = 1400 max. Umsatz 137750 Geldeinheiten

Auf Grund der Kapazitiatsbeschrankung ist der Umsatz beschrénkt, es muss ein Ma-
ximum geben. Da es nur einen extremwertverdédchtigen Punkt gibt, muss dort das
Maximum liegen.

19.14 Gewodhnliche Differentialgleichungen

Aufgabe 14.7

d d
a)_y:2 Yy

1
oY 7 = dx bzw. y = 0 (ist Losung), - =24 C bzw. y =0,
1
Losung: y:—m, CeR und y=0
dy

d
1r (y — 3)cos, _y3 = cosxdzr bzw. y =3 (ist Losung),
T Yy —

Injy — 3| =sinz +InC, C >0,

y—3=Ce" O +#0,

y — 3= Ce™* ( beliechig € R (C'=0 = y = 3, siche oben),
y=Ce"™* +3 CcR

b)

c) % = cotzdx = g?ﬁgdx bzw. y = —% (ist Losung)

lfd(29+1) _ fdsinx
2 20+1 —J sinz

%ln|2y+1|:1n|sinx|+ln0 >0

VI2y+ 1] = Clsinz]| C>0

2y + 1| = Dsin*z D>0

2y +1 = Esin’x E beliebig reell (E=0=y = —%, s. oben)
Yy = —% + Fsin®x F beliebig reell

=—=5 bzw. y =0 (ist Losung)
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o

f_y:_fd_ig, —%:%—1—0, C' beliebig reell

T

<

Yy = —%ﬂ bzw. 1y =0 (extra aufzufithren, da durch keine Wahl von C

erreichbar)

d
e) homogen: y' = —2xy, Y _ —2zdz, Iny=—-2>+InC, y=Ce ™, C€R
Y
(Sonderfall y =0 und Betrag unter dem Logarithmus wie iiblich behandelt, vgl. Aufg. 4b)

inhomogen: Ansatz Variation der Konstanten:
y(z) = C(x)e™, ¢ = C'(x)e ™ — 220 (x)e™™,

2
Cle™™ —22Ce™ +20Ce™ = 2%, C'=2? CO(z)= gxg + D,
2 3 —a? —x?
y = gx e + De , DeR
——
spez. Losung allg. Losung
inhom. Dgl. homog. Dgl.

allg. Losung Elhomog. Dgl.

f) t(z) = ==, t >0, da sonst ln% nicht definiert ist

y(z) = t(@)z, ¥ = tw+t, to+t=1t1+Int), tz=tlnt, Lz =tnt,

dz
tl—rllft = d% bzw. t =1 (ist Losung)
dint

d dint d
:Tx’f 1nnt :fo

In|Int| =In|z|+InC C>0

|Int] = C|z| C>0
Int =Cx C beliebig reell (C' =0 =t =1, s. oben)
t = e C beliebig reell
y = we® C beliebig reell

Aufgabe 14.8

homogene Differenzialgleichung: 3y’ — tanzy = 0
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dy _ sinz
r  COST
% = Slorégfcdx = —dc(é% bzw. y =0 (ist Losung)
Inly|]= —In|cosz|+InC, C >0
__C
|y|_ |COS{L‘|’ O>O
Y=z C#0
Y= %, C' beliebig reell (C=0 = y=0,s. oben)
inhomogene Differenzialgleichung: Variation der Konstanten
C(x) C'cosx+ Csinx c’ sin x
Ansatz  y(z) = co57 — ¥(z) = oz = o5z T C’COSQ .
, .
coosx + CCSSSQ‘ZJ — tan x% =cosz, O =cos’x,
C = [cos’zdz = sinzcosz + [sin*xdr =sinzcosz + [dr — [cos?dzx

—  [cos®zdx = %(x—l—sinxcosx) +D, y= %coxs:p +%sinx—|— co[s):zc

Aufgabe 14.10

a)y=x, y1 =1,y =0, 2% +ay —y1 =2 — 2 =0, stimms

b) y=uzu, ¥ =u+azv, ¢y =2u + zu”
22y + xy —y =222 + 23 + zu + 2% — 2u =0, 3" + 3% =0
Substitution t = v’ : 23t +32%t =0 x(cil—; =3¢

di _ 34z by 4 =0 (ist Leg.)

dt _
In|t|=—-3n|z|+InC, C>0
A
= % C'bel. reell( C' =0 = t=0)
_ _C.._ C _E _E

Aufgabe 14.14

a) homogene Dgl.: char. Polynom \? + 5\ + 6 = 0,

)\1/2 - _% + \/ % o % =—2,-3,  Yhom = Ae™ + Be ™"

inhomog. Dgl.: re. Seite e™, Py(x)=1, A=—1 keine Nullst. d. char. Pol.
= keine Resonanz
Ansatz y(x) = Qo(x) = Ce™™, ¢y = —Ce™™, y' =Ce ™™
Y +5y +6y=Ce ™ —5Ce*+6e*=2C0e "= = (= %
= %e*"’” + Ae % 4 Be™3®
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b) homogen: \> + X — 182 =0, A\jjp = —= +

hom (2) = A’ + Be~ 1t

inhomogen: Ansatz: y(z) = (Cx + D)e*,
y'(z) = (2Cz + C + 2D)e*,
y"(z) = (4Cx + 4C + 4D)e*,
'+ —182y = (6Cz+5C+6D —182Cx —182D)**
=(-176Cx+5C —176D)e* = —1408xe**,

1
2

—176C = 1408 =— (=8
50_176D:5O — D:_f_%:%
y(z) = Bz + ﬁ)e% + Ae'¥ 4 Be 17

¢) homogene Dgl.: char. Polynom A>+4 =0, Aj/2 = £2i, Ynom = Acos2z+ Bsin 2z

inhomog. Dgl.: re. Seite sin 2z, a+ i = 2i einfache Nullst. d. char. Pol. = Resonanz
Ansatz y(x) = x(C cos 2z + Dz sin 2x) = Cz cos 2x + Dx sin 2z,

y' = Ccos2x — 2Cxsin 2x + D sin 2z + 2Dx cos 2z,

y" = —4C sin 2z — 4C'x cos 2z + 4D cos 2x — 4Dx sin 2z
y' + 4y = —4Csin2x + 4D cos2x = sin2x — C = —%, D=0

y = —lefxCOSQx—I—ACOSQ$+BSin2«T

d) homogen: A> 49X =0, A\; =0, Aojs = £v/—9 = +3i,
Yhom () = A+ Bcos3z + C'sin 3z

inhomogen: Ansatz: y(z) = D cosdx + Esin4x,
Y (x) = —4Dsin4x + 4F cos 4z,
y"(z) = —16D cos 4z — 16 E'sin 4z,
y"(z) = 64D sin 4z — 64F cos 4z,
y" +9y' =64D sin 4x—64F cos 4x—36 D sin 4x+ 36 F cos 4x
=28D sin 4x—28F cos4dx =7 cos 4z,

1 1
D=0, E=—, y(z)= —Zsinllx—l—A—i-BcosijLCsinSx

4
e) homogen: N>+ > +15A—17 =0, A\; =1, (A3+A24+15A—17) : (A—=1) = A2 42\ +17,
A3 —)\2
20215017
207 —2)

1717

17A—17

0

Aoz = =14, ypom(x) = Ae” + Be “cosdx + Ce “sindx

inhomogen: A = 1 ist 1-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms
(,Resonanz*),
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Ansatz: y(x)=Dzxe®, y'(x)=(D+Dx)e”, y'(x)=(2D+Dx)e”*, y" (x)=(3D+Dx)e",
y"+y"+15y' =17y = (3D+Dx+2D+Dx+15D+15Dx—17Dx)e” = 20De” = 10e”,
1 1
D= 3 y(zr) = axex + Ae” 4+ Be “cosdx + Ce “sindx
f) homogene Dgl.: char. Polynom A\* — 2\% + 5\ = 0,
Mpp=0, Agu=1xv1-5=1£21, Ypom = A+ Bx + Ce” cos 2z + De”sin 2z

inhomog. Dgl.: re. Seite 5, Py(xz)=>5, A=0 doppelte Nullst. d. char Pol.
= Resonanz
Ansatz y(z) = 22Qo(z) = Ex?, ' = 2Ex, y" = 2E, y" =y =0

2
yW—2y"+5y" =10E =5 — F = %, Yy = %—I—A—i—Bw—I—C’ex cos 2x+ De” sin 2x

Aufgabe 14.16

a) &(t) + 16z(t) = F'sinbt, x(0)=%(0)=0
homogen: A +16 =0, Ajjp = £4i, 2oy = Acosdt + Bsin4t

inhomogen: 5i ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms,

also keine Resonanz,
Ansatz: z(t) = C cos 5t + D sin 5t,
#(t) = —bC'sin bt + 5D cos bt,
Z(t) = —25C cos 5t — 25D sin 5t
Z(t) + 162(t) = —25C cos 5t — 25D sin 5t + 16C cos 5t + 16D sin 5t
= —9C cos 5t — 9D sin 5t = F'sin 5t,

t
t

F F
C =0, D:—g, :E(t):—gsin5t—|—Acos4t—|—Bsin4t,
: S5F :
(t) = ——5 cos 5t — 4Asin 4t + 4B cos 4t,
oF oF
0)=A=0, 2(0)=——+4B=0, B=—
HW0)=A=0, i0)= -0 tap=0, B="0
5F 5F Dsin4t — 4sin bt
x(t) = — —sin bt + —sindt = F S S
9 36 36

b) Der Resonanzfall wiirde vorliegen, wenn die rechte Seite die Form e* (A cos 3t +
Bsin t) hat, wobei o £+ i Nullstellen des charakteristischen Polynoms der ho-
mogenen Gleichung sind, also o + #i = +4i, d.h. bei rechter Seite der Form
Acos4t + Bsin4t (Erregung mit Frequenz der freien Schwingung).

Dann wére der Ansatz mit ¢ zu multiplizieren: Ctcos4t + Dtsin4t. Die Losung
wiirde also die Form Konstante % ¢ * Winkelfunktion haben, ihre Amplitude also
mit wachsendem ¢ beliebig grofl werden, was zur Zerstérung des Systems fiithren
wiirde.
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Aufgabe 14.18

-A 1 0
a) | 0 =\ 1 =A06—-XN)+6—11A=- N +6\2—-11A+6=0
6 —11 6—A\
AM=1, (WP—6NH1IA-6): (A —1) = A2 —5A+6 , hopy=5 = /2P~ 21 =2;3
A3— )2
—5X24+11)A—6
—5X2+ 5\
6A —6
Eigenvektoren
zud=1: -1 1 0 zul=2:-2 1 0 zul=3:-3 1 0
0 -1 1 0 -2 1 0o -3 1
6 —11 5 6 —11 4 6 —11 3
-1 1 0 —2 1 0 -3 1 0
0 -1 1 0 -2 1 0 -3 1
0 -5 5 0 -8 4 0 -9 3
-1 1 0 —2 1 0 -3 1 0
0 -1 1 0 -2 1 0o -3 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 —2 1 0 -3 1 0
-1 0 1 —4 0 1 -9 0 1
1 1 1
EVA| 1 EV B[ 2 EVC]| 3
1 4 9
b) Losung des Differenzialgleichungssystems:
1 1 1
Tt)=A 1 |e+B| 2 |e2+C [ 3 |e*
1 4 9
1 1 1 4
Z0)=A| 1 |+B| 2 |+C| 3 | = 7
1 4 9 15
1 1 1] 4 1 1 14 1 1 013
1 2 3| 7 01 23 01 01
1 4 9|15 00 2|2 0 0 1|1
1 1 1] 4 1 1 1[4 1 002
01 2| 3 01 23 01 01
0 3 8|11 0 0 01 0 0 1|1

339



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

2 1 1
A=2 B=1,C=1, dh. )= 2 |e'+| 2 |eX*+ | 3 |e*
2 4 9
Aufgabe 14.19
2—\ 2 —1 | =2=-NG+N)(1+N)+12412-2(5+1)—12(2—X)—6(1+A)
3 5N 3 | =2-NB+6A+1?)+24—10—2X\—24+12X—6—6)
2 4 =X = 104H1224+2X2 =X —6X2 = A3 —16+4) = -\3—4)\2+110—6

=0

AN34+4X2—11A+6 = 0, A; = 1 offensichtlich, (A*+4A2—11A+6) : (A—1)=A*4+51—6,

A3 —\2
5A*—11A+6
5A2 —5H\
—6A+6
—6A+6
0
5 25 24 5 7
Ajg=—=t\/—+—==F+==1,-06
A IR B
zu App=1: Eigenvektoren zu A3=—6: Eigenvektor
1 -2 -1 2 1 8 —2 -1 5 1
3 -6 -3 Al1]|,B|0 3 1 =3 C%:C’S
2 —4 =2 0 1 2 —4 5 1 2
1 -2 -1 1 -2 2
0 0 0 3 1 =3
0 0 0 8 —2 -1
0 7 -5
0 14 -21
1 -2 %
0 1 -3
0 0 0
1 0 —%
0 1 -3
0 0 0
2 1 1 2 1 1 2
Zt)=A|1]e+B|0]e+C 3] ZO0)=A|1|+B|0]|+C[3]|=]-2
0 1 2 0 1 2 —1
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2 1 1 2 10 3|-2 1 0 3|-2
1 0 3|-2 01 2|-1 01 2|-1
01 2|-1 01 =5 6 00 1|-1
1 0 3|-2 1 0 3|-2 1 0 0] 1
01 2|-1 01 2|-1 010 1
2 1 1 2 00 =7 7 00 1]-1
2 1 1 3 1
Ft)=|1]e+|[0]e—[3|e®=|1])e—[|3]e®
0 1 2 1 2

Aufgabe 14.21

homogen: #(t) = ( 0 2 ) Z(t), ' A 2 ‘ =N —4=0, \pp=2,-2,

-2 0 -2 =)

EVzu =2 -2 -2 EV EV zu Ay = —2:

0 0

- —1 1y _
xhom(t):C'( 1)e2t+D(1)e 2

inhomogen: rechte Seite (O et X\ =3 # %2, keine Resonanz,

Ansatz: Z(t) = (‘“)&t, #(t) = (al)e3t

as

aq 3 0 —2 aq 3¢ 0 3¢ 3(11 = —2612
()= ) () () s

6 2 4
6@1-'-4(12:0 5@2:6, a2:g, a; = ——0ag = ——

6a1+9a2:6 3 5
o 272 =LY Ly 2
x(t)—5< 3)6 +C( 1)6 +D 1 )¢

19.15 Fourierreihen

(]
N—

Aufgabe 15.1
siche Folien Abbildungen 20.11 und 20.12

Aufgabe 15.3
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o
=
&
I
5
_|_
8

(ay cos 4kx + by sindkzr) mit

2=
4 3 4 3
a, = = [ |sin2x| cosdkadr = = [ sin 2z cos 4kadz,
To To
4 7 4 z
b, = = [ |sin2z|sin4kade = = [ sin 2z sin4kzda
To To

Funktion gerade =— b, =0
sin v cos f = %(sin(a — B) +sin(a+B)) =

sin 2z cos dkx = %(sin(Q —4k)x +sin(2 + 4k)z) = %(sin(élk +2)x — sin(4k — 2)x)
— [ sin(4k + 2)axdz — %fsin(élk: — 2)zdz
0 0
~ 2cos(4k +2)x|? | 2 cos(4k — 2)x|?
T 4k + 2 0 +7T 4k — 2 0
~9cos(2k+)mr—1  2cos2k—Dm—-1_ 92 —9 L2 =2
T 4k + 2 T 4k — 2 T g4k +2 T4k —2
_ g( 11 ) 4 1
A \2k+1 k-1 7k + D)2k —1)
41 _ 4 ‘ _2_ 4y 1
ag = —z—1 = 7, also |51n2x|—7r w;(Qk—l)(Zl{:—kl) cos 4kx

d) Da f(z) stetig ist, konvergiert die Fourierreihe iiberall. Fiir x = 0 ergibt sich

_2_4x 1 S 1 1
0=7 W,;(Qk:—l)(%%—l)’ also £(2k—1)(2k+1)—2-

Aufgabe 15.4

b) Periodenlinge 2, f(z) = % + Z(ak cos kmx + by sin kwx),

k=1
1 1

1
ap = [ f(z)coskmadx = [ a? cosknadz, b, = [ f(z)sinkrede =0, da gerade
-1 -1 -1
oSinkme 2/Isin kmx

d
km v

k>1: /xQCOSkwxdx:x

™
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_ sinkmw 5 (—xCOS kma +/ cos kmx dx)

ki (km)” (k)”
,sin kma cos krx sin krx
=z + 2% 5 — 2 3
ki (k) (k)
o sin kmx coskmz _sinkmz|' cos km (—1)"
ag = | + 2z 5 — 2 3 = 5 =4 5
ki (k) (km)" 1.y (k) (k)
1
31
2
k=0: aoz/xde:x— =—
3., 3
“1
1 4 X (-1)
f(x):§+ﬁz 12 cos kmx
k=1
1 4 (-1 g L A
VIO =3+52 5 =0 L = 5T n

Aufgabe 15.5

a)

o 11 — —
3n 52/ ax 3z -m —af2 9’ 22 7 32 2x s SI:
1
2

b) f(x) = %o 4 Zak coskx + by sinkx, f(x) ungerade = a; =0,
k=1

2

- 2 [
by = — / f(x)sin kzdx = — / f(x)sin kzdx (da ungerade)
T T
- 0

™

2
sin x sin kxdx + — / sin kxdx

7

7

(NE]

I
o\
SIE] (ME]

™

1 2

= — /(cos(k: — 1)z —cos(k + 1)x)dx + — / sin kxdx
7r 7r

0

(NE]

s

™

1 2
E=1: bl:—/(1—c052x)dx+—/sinxdx
m

m
0 2
1 sin2z|2 2 T T 2( 1 1+2
=—|x— — —cosx| =— = —— 1) ==+ -
T 2 0 T ~ T 2 7 2 0w
2
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(VB

™

1 2
k=2: bg:—/(cosx—cosBx}dx+—/Sin2xdx
T T

0 3

11 . sin 3x | 2 1 T

= —|sinx — — —cos2x
T 3 0 T x
1 —1 1 1 4 1 2

= (1-—)—-——(1-(-1)=—-=-—-2=——
7r( 3) 7T( (=1)) T 3 9w 3T

@)~ G+ ) >
~ (= + —)sinz — — sin
T 5 7rS T 7Ts T

Aufgabe 15.6

Wir definieren eine Funktion g(¢) durch ¢(t) = f (% +t), dann gilt

g(=t) = f(5 —1), g(t+2m)=f(G+t+2m)=f(5+1)=g(t).

g(t) ist also eine 2m-periodische Funktion. Ihre Fourierentwicklung lautet

g(t) = % + > aycoskt. Folglich ist
k=1

/mr

s
2 .
=+ > apcosk(r — 7) = 70 Z(ak cos B cos ka + ay, sin EZ sin kx).

In der Fourierentwicklung von f(x) verschwinden folglich die Glieder, fiir die cos %5~ k:7r

bzw. sin BT verschwinden. Somit sind die ungeraden Kosinuskoeffizienten und
die geraden Sinuskoeffizienten mit Sicherheit gleich 0.

Tatsédchlich sind ja cos(2n + 1)z und sin2nzx beziiglich z = % ungerade, wiahrend

cos 2nz und sin(2n + 1)z beziiglich x = % gerade sind.

19.16 Methoden der numerischen Mathematik

Aufgabe 16.1

Losung der nichtlinearen Gleichung f(z) =0
< 1w =ua— f(x) (iterierfihige Gestalt: z aus sich selbst zu berechnen)

Wir setzen F'(z)=x— f(z) und suchen die Losung von 2*=F(z*) < f(z*)=0.
Gilt z*=F(z*), so heifit z* ,Fixpunkt“ der Abbildung F.

,Picarditeration*  z,.1 = F(z,)
Idee (Hoffnung) ! !
x* = F(z%)
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Die gegebene Gleichung x = arccos x ist schon in iterierfahiger Gestalt, z = cosx ist
dquivalent dazu.

Fi(z) = arccosz, Fy(z) = cosz Tpr1=F1(z,) | Tpr1 = Fo(zy)

n || x, Tp

01 0.7 0.7

1] 0.795399 0.764842
2 0.651131 0.721492
3 || 0.861723 0.750821
41 0.532141 0.731129
5 || 1.009669 0.744421
6 || nicht def. 0.735480

a) Banachscher Fixpunktsatz: Ist F' eine Selbstabbildung F: D — D C R",
die fiir alle z,y € D der Kontraktionsbedingung ||F(x)—F(y)|| < Lljz—vy|, L <1
geniigt, so konvergiert die Iterationsfolge x,1 = F(x,) fiir alle Startwerte zq € D
gegen den eindeutigen Fixpunkt z* € D.

Beziiglich Fy(z) betrachten wir z.B. das Intervall D = [0.5,1]. Es gilt F5(0.5) =
cos 0.5 ~ 0.878, Fy(1) = cos1 & 0.540. Ferner ist F,(z) = cosx iiber [0, 7] und da-
mit erst recht iiber D monoton fallend, also gilt fir z€ D Fy(z) € [cos 1, cos0.5] C
D. Fy(z) ist also iiber dem Intervall D = [0.5, 1] eine Selbstabbildung.

Mittelwertsatz der Differenzialrechnung: Ist F'(x) iiber [a,b] differenzierbar,

F(x) - F(y) = F'(§) fiir ein € € (z,y), d.h. der

r—Yy
Anstieg der Sekante ist gleich dem Anstieg der Tangente an einem Zwischenpunkt.

so gilt fiir z,y € [a,b] mit z < y

Uber D=[0.5,1] gilt also ’%?(y) = |F3(§)] = |—sin¢| <sinl < 1, so dass

auch Kontraktivitdt und damit nach dem Banachschen Fixpunktsatz Konvergenz
der Tteration x,.; = Fy(x,) = cosz,, ro = 0.7 gesichert ist.

Fiir Fy(z) = arccosx ist das nicht der Fall. Fj(x) ist z.B. wegen F;(0.5) ~ 1.047
tiber [0.5,1] keine Selbstabbildung, F;(0.5) liegt sogar auflerhalb des Definitions-
bereiches von Fi(z). Das gilt analog auch fiir andere Gebiete D. Das braucht aber
nicht im Einzelnen untersucht werden, da Kontraktivitét in keinem Falle zu sichern

Fl(xgigl(y)‘ R = '_é

e

>1

ist. Es gilt ndmlich immer

b) Iteration mit Fy(x) = cosx:
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n| T, n |, n| T, n |,

01]0.7 51 0.744421 10 | 0.738436 15| 0.739188
11 0.764842 6 | 0.735480 11 | 0.739584 16 | 0.739016
21 0.721492 71 0.741509 12 | 0.738749 17 1 0.739132
31 0.750821 81 0.737450 13 ] 0.739312 18 | 0.739054
410.731129 91 0.740185 14 1 0.738932 19 | 0.739106

Nach dem 18. Iterationsschritt sind die Stellen 0.7391 sicher.

¢) Newtonverfahren (Tangentenverfahren) zur Bestimmung einer Nullstelle von f(z):

F(n) = f(zn) =0 T, — f(zn) f(zn)

)
Tn — Tp+1

n+l1 — f,(xn>> LTp41 = T, f/(l'n)

Xy — COS T
Mit f(z) = 2 —cosz ergibt sich als Iterationsvorschrift z,,; = x, — ————:

1 +sinz,
n| T,
01]0.7
11 0.739436
2 | 0.739085
3 | 0.739085 Beim Newtonverfahren sind nur 3 Schritte erforderlich.

(quadratische Konvergenz des Newtonverfahrens bei guter Startndherung)

Aufgabe 16.3

0.5 0.7
a) F(0.5) = o~ 0.54957, F(0.7) = C~ 0.67125, F'(z) monoton wachsend
0.7

0.5 40
= fiir z € [0.5,0.7] gilt F(x) € [%, e—] C [0.5,0.7], also ist F'(z) Selbstabbil-

ot

dung

F

Nach dem Mittelwertsatz der Differenzialrechnung gibt es fiir ,y € [0.5,0.7] mit
(z) — F(y) ’

x < yein & mit x < £ < y (also auch £ € (0.5,0.7)), fiir das

Tz —
of Q0T Q07 Y

|F'(&)] = 3 < - & 0.67125 < 1 gilt. Damit gilt |F'(z) — F(y)| < ?|x—y|, also

Kontraktivitét.

en

b) z,1 = F(x,) = —
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Tn gerundet n | T, gerundet

n

Tn gerundet

.6 .6000 || 12 | .61900237
60737293 .6074 || 13 | .61902482
61186760 .6119 || 14 | .61903871
61462394 .6146 || 15 | .61904731
61632038 .6163 || 16 | .61905263
61736682 .6174 | 17 | .61905593
61801320 .6180 || 18 | .61905797
61841279 6184 || 19 | .61905923
61865996 .6187 || 20 | .61906002
61881289 .6188 || 21 | .61906050
10 | .61890753 .6189 || 22 | .61906080
11 | .61896611 .6190 || 23 | .61906099

.6190
.6190
.6190
.6190
6191
6191
6191
.6191
.6191
6191
6191
.6191

© 00 IO ULk W = O3

24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

61906110 .6191
61906117 .6191
61906122 .6191
61906124 .6191
61906126 .6191
61906127 .6191
61906128 .6191
61906128 .6191
61906128 .6191
61906128 .6191
61906129 .6191
61906129 .6191

Der Wert 0.6191 wird nach 16 Iterationsschritten erreicht. Um sicher zu sein,
muss man allerdings mehr Iterationsschritte ausfithren oder z.B. F(0.61905) und

F(0.61915) gegentiber stellen:

Es gilt £'(0.61905) = 0.61905430 > 0.61905 und F'(0.61915) = 0.61911621 < 0.61915. z und F(x)
schneiden sich also zwischen 0.61905 und 0.61915, also in dem Bereich, der auf 0.6191 gerundet

wird.

eﬂ?

c¢) Newtonverfahren fiir f(z) =2 — 5= 0:

Tn gerundet
.6 .6000
61877846 .6188
61906122 .6191
61906129 .6191
61906129 .6191

N ow N — oS

3 1
d) Fiir F(z) = In 3z gilt F'(§) = %X ¢ Da fiir
die Losung = = 0.61906129 F'(z) ~ 1.62 >
1 gilt, ist Kontraktivitédt nicht zu erreichen.

Tatséchlich passiert Folgendes:

Aufgabe 16.4

347

Tp4+1 =

Ty —

ern

Fleg ~ 1o

Hier besteht schon nach 3 Schritten Sicherheit.

Tn

O 1O Ul WK~ O3

.6
.H8T778666
56722108
53160614
46675989
33667199
.00996614
—3.50994948
nicht definiert
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siche Folie Abbildung 20.14

Aufgabe 16.6

q sei der effektive Aufzinsungsfaktor. Durch den Erwerb der Anleihe zum Nennwert
100 entsteht fiir den Kéufer folgender Zahlungsfluss:

Zeitpunkt aktuelle Zahlung aufgezinst auf Zeitpunkt
der Endfélligkeit

Ausgabe Einnahme | Ausgabe Einnahme

Kauf 91 91¢°

nach 1 Jahr 4 4q®

nach 2 Jahren 4 4q7

nach 8 Jahren 4 4q

Endfilligkeit 104 104

Gleichsetzen von Ausgaben und Einnahmen fithrt auf

8 9
g —1
91¢°=4) ¢"+100=4 100.
q nzzoq + Tt
91¢°(q — 1) =4(¢° — 1) +100(q — 1), 91¢'° — 95¢° — 100¢q + 104 = 0.
Newtonverfahren zur Nullstellenbestimmung dieses Polynoms:
91¢% — 95¢2 — 100¢,, + 104
910¢° — 855¢5 — 100

Da die Rendite auf Grund des niedrigen Verkaufskurses mit Sicherheit deutlich gréfer
als 4 % ist, verwenden wir als Startnidherung z.B. ¢ = 1.05.

Gn+1 = Q4n —

n T,
0 1.05 e e . )
Die wie iiblich mit zwei Stellen nach dem Komma
1 1.053027 angegebene Rendite ist also 5.28 %
2 1.052823 £°8 0 70
3 1.052822

Aufgabe 16.8
Skizze fiir die Bestimmung einer Startndherung siehe Folie Abbildung 20.13

Aufgabe 16.9

5 5
Newtonverfahren (quadratisch konvergent) fiir f(z,y)= (2§8 i 238 _ 2 O5> = (8) ;

-1
Py = 10xi 5yj Tnp1\ _ (@n)_ (1025 By, 2y + Y, — 3
’ 8z" 16y" )7 \ Ynt1 Yn 8x7 16y’ x® + 298 — 3.05

Zur Ermittlung einer Startndherung wird die Zahl 3.05 auf der rechten Seite iiber-
schlagsweise durch 3 ersetzt, dann ist x = y = 1 offensichtlich Losung des Gleichungs-
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systems. Deshalb wird als Startndherung (

I 10 5\ '/ 0
n 8 16 —0.05

)=

)-(

xo) = (1> verwendet.
Yo 1

1 2 5

10 510 1 2] o ! 1ol 2 -3

10 1 10

8 16[0 1 0 —15| 1 L 0 1|-+ L
1 1
1 2]0 1 1 2] o0 1
10 5(1 0 0 1|-£ L

(10
i
U1

Tnt1
Yn+1

8 1

-
)=

Allgemein gilt (

T 120

>_

)=

Das Durchrechnen dieses Algorithmus ergibt n | z,

1
- A0zdyA(dyE — a3) (—8332

16 -5
-8 10 )’

b\ 1 d —b .
d) _ad—bc(—c a)unddamlt

16y?

—5y \ (227,
10z ¥

1 (16 -5 0\ _(1-"m | _ (099791667
120\ =8 10)\ =0.05) ~ \ 1410065 ] = \ 1.00416667

+ yo—3
28— 3.05)

Yn

1

0.99791667
0.99792722
0.99792722
0.99792722

= w N = O

1

1.00416667
1.00409476
1.00409473
1.00409473

Also hat das nichtlineare Gleichungssystem die Losung = = 0.99792722, y = 1.00409473.

Aufgabe 16.10

f('r7 y? Z) =

2/ + 3y* — 0.23 v
dxv/x — by — 0.824 . flxy,2)=| 6y
23 4+ 622 + 5z — 14.091 0

Ermittlung der Inversen der Jacobimatrix f'(z,y, z):

349
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1
L 6y 0 1 0 0
6y -5 0 0 1 0
0 0 3224+122+5 0 0 1
1 —6vay 0 —Jr 0 0
0 36xy—>5 0 6x 1 0
0 0 3224+122+5 0 0 1
1T —6yzy 0 —Vz 0 0
6x 1
0 1 0 36zy—5  36zy—>5 0
0 0 3224+122+5 0 0 1
5E 6V
1 0 0 36:1éy75 361{;85 0
0 1 0 36zy—5 36zy—5 (1)
0 0 1 (R (R
Newtonschritt:
5V 64/Faun
Tnt1 Ty 362nyn—5 36znyny—5 0 —2/T, + 3y2 — 0.23
Yne1 | = | Yn 369[:?3;—5 36%1%_5 0 42p\/Ty — OYn — 0.824
Znt1 Zn 0 0 m 234622 +52,—14.091
1 1 51 31 O 0.77 1.2288387
m =1 |- & L o ~1.824 | = | 0.9098065
2 1 00 L —2.091 1.1045500
n T Un Zn
0 1 1 1
1 1.228838710 0.9098064516 1.104550000
2 1.210138342 0.9000877355 1.100008794
3 1.210000009 0.9000000064 1.100000000
4 1.210000000 0.8999999999 1.100000000
exakt | 1.21 0.9 1.1

Aufgabe 16.14

a) Gesamtschrittverfahren
Tn+1 = 1—10(18_ Yn — Zn)
Yni1 = 7524 =220, — 2,)
Znpl = %(17 —2x, — 2yy)

Einzelschrittverfahren

Tpp1 = 1—10(18 - Yn = Zn )
Yn+1 = 1_10(24 - 2xn+1 — Zn )
Zn+1 = 1—10(17 —2%p41 — 2Yn41)

b) 1. Zeile: |10| > |1] + |1], 2. Zeile: [10] > |2| + |1], 3. Zeile: [10| > |2| + |2|

Das starke Zeilensummenkriterium ist erfiillt, so dass beide Verfahren konvergieren.

c¢) GauBalgorithmus:
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2 10 | 17 11 5 | ¥ 110]|7

10 1 |24 01 -2 1 0102
10 1 1|18 00 —182| -8 00 1|1
1 1 5 | ¥ 11 5 | Y 100]3
0 8 9|7 01 -2 1 0102
0 —9 —49|—67 00 1 1 00 1|1
exakte Losung: z =15, y=2, 2 =1
Gesamtschrittverfahren Einzelschrittverfahren
n‘:cn Yn Zn n|xy Yn Zn
o1 1 1 01 1 1
1116 21 1.3 1/1.6  1.98  0.984

21146 195 0.96

Aufgabe 16.15

Gesamtschrittverfahren

a)

Tp41 = %(11 _Zn) Tp41 =
Yn+1 = %(]—5 _21‘71 +Zn) Yn+1
“ntl = %(27— Tn _yn) “ntl =

b) 1. Zeile: |8] > |0| + |1], 2. Zeile: |8| > |2

21 1.5036 2.00088 0.999104

Einzelschrittverfahren
= £(11
= (15 22541 +2,

_ZTL

)
)
%(27 — Tpt1 —Ynt1)

+ | —1|, 3. Zeile: [8] > |1| + |1]

Das starke Zeilensummenkriterium ist erfiillt, so dass beide Verfahren konvergieren.

c¢) Vernachldssigung der Diagonalelemente fiihrt auf 8xy = 11, 8yy = 15, 8zy = 27,

Zo (1 1.375
so dass sich die Startndherung xg = | yo | = 3 15 | = | 1.875 | ergibt.
20 27 3.375
d) Gesamtschrittverfahren Einzelschrittverfahren
n|a, Yn Zn, n|a, Yn Zn

011.37500000 1.87500000 3.37500000
110.95312500 1.95312500 2.96875000
211.00390625 2.00781250 3.01171875

0| 1.375000000 1.875000000 3.375000000
110.953125000 2.058593750 2.998535156
211.000183106 1.999771119 3.000005722

Gauflalgorithmus:

11 8| 27 11 8| 27 1 10|3
2 8 -1 15 01 —F| -& 0102
8 0 1| 11 0 0 —54| L= 00 1|3
11 8| 27 11 8| 27 1 0o0f1
0 6 —17| =39 01 —F| -& 0102
0 —8 —63]—205 00 1 3 00 1|3
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exakte Losung: z =1, y=2, 2=3

19.17 Integralrechnung in mehreren Veridnderlichen

Aufgabe 17.6

a) y
‘ 2 3 2 0 43 2
[ [ aydady = [ [%yz} dy = [(3—3)y’dy
2 h 0 1 2 4 x —2 -1 -2 - -2
1 2
~1 = tp, = 0=
b) \\ o) f‘f
\\ /
\ : “/ G={(r,y): 0<x <2, 0<y<2?},
\ . 2 a2 2 22 2
\ [ [ zy*dyde = [ [:p%} do = %dx
\\ s 0 0 0 0 0
\ ) _ a6 o

C) Zy
[ G={(z,y): 0<y<2 0<z <y},
2 y? 2, 2 2
Lo [ etndy = [ [50?] dy = [ Sde
\ x 0 0 , 0 0 0
LS _ YT 128 _ 64
~— 1 0_ 14 7
\\\\ L
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Aufgabe 17.7 e
J (@+y?)dyde =

iz

2V

,2\/5

3

Ty + %

o
&
I

3 5
xadr = 243

6 _ 1792
5625 = 1192 ~119.46

2 12
b) Die Parabel und die Gerade schneiden sich fiir x = Yy _ y—;

, d.h.

fir (z,y) = (4,—4) und (9,6).

6 Y5 6 w2
// +y? dxdy—/{ —|—:cy} dy =
4 4 &

1], 9 196 0
(-9y*+169°+1961*+96y+576) dy = 5 [(—gy5+4y4+7y3+48y2+576y) =
4

2|~
»L\@ “‘@m

1 52416_(_42752) 200000 1250
32 3 15 15-32 3

Aufgabe 17.9

r=rcosp, y=rsinp, z*+y*=r?

G=A{(r,p): m<r<2m 0<p<2r},

or Oz .
o 9o cosp —rsing

dedy =| 57 92 |drdp =] . drde
> % sing  rcosy

= (rcos? ¢ + rsin® p)drdy = rdrdp

[[sin /2% +y?dady = [[sinrrdrde
G G
2

2m
=/ (f rsinrdr) dy
0 ™

2

=/ [—rcosr+fcosrdr]iﬂ dy
0

r=2m

N

2

= [ [=rcosr +sinr]2" dp
0

2

= [(=27 — (=7(=1)))d¢

0
= —3rm <p|(2)7r = —672
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Aufgabe 17.10
b) siehe Abbildung bei Aufgabe K3/4-4 Seite

Aufgabe 17.11

12
< <fsmx+y—|—z)dz>dy) v = [ [[~cos(x+y+2)sdydx =
00

12
[ [(cos(z +y) —cos(:p+y+3))dydx—f[51n(x+y) —sin(z +y + 3)];_ 2dr =
00 0

1
[ (sin(z + 3) — sin(x + 5) — sinz + sin(z + 3))dz =
0
-

cos(x + 2) + cos(z + 5) + cosx — cos(x + 3)]_
—cos3 +cosb6 + cosl—cosd + cosQ—cos5—cosO+cosS =

cos6 —cosH —cos4d + cos2 + cos1 — cos0 ~ 0.4543

Klausur Mathematik I vom 14. Februar 1997 von Prof. Schneider
K1/1-1

Fallunterscheidung:
v<?: 3(2—12)>-2(3x—2), 6—-3x>—6x+4, 3> -2, x> 32
xz%: nicht definiert

2<w<2: 3(2—12) < —2(3x—2), 63z < —6x+4, 3z < -2, v <—2:Widerspr.

2<z : 3(x—2) < 23z —2), 3z —6< —6z+4, 9x<10,x<190. Widerspr.
Losung: {reR:—2 <z <2}

K1/1-2

a) Gaufischer Algorithmus

1 2 3 4] 6 1 2 3 4] 6 123 4] 6 1200] 4
3 1 0 2/10 0 1 1 7 -5 011 7|-5 0100 0
2 3 5 1|17 0 -5 -9 —-10] -8 001-2]32 0010] 2
2 4 6 10/10 0 0 0 1/ -1 000 1]-1 000 1]|-1
1T 2 3 4 6 1 2 3 4 6 123 0[]0 1000 4
0 -5 -9 -10/-8 0 1 1 7/ -5 011 0] 2 0100] 0
0 -1 -1 -7 5 0 0 -4 25/-33 001 0] 2 0010 2
0 0 0 2/-2 0 0 0 1] -1 000 1]-1 000 1|-1

Losung: vy =4, 20 =0, 23 =2, 4 = —1

b) Mit A und p ergibt sich fiir die letzte Zeile in obigem Schema
000 A=8|pu—12,
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dies entspricht (A —8)xy = p— 12, ansonsten bliebt das Schema bei der Erzeugung
der oberen Dreiecksmatrix unverdndert. Also ist das Gleichungssystem fiir A # 8
eindeutig losbar, fiir A = 8, u = 12 mehrdeutig 16sbar (4. Zeile = 2 x 1. Zeile) und
fiir A =8, pu # 12 unlosbar.

K1/1-3
a) Da die Geraden nicht parallel sind, liegen sie genau dann in einer Ebene, wenn sie
sich schneiden. Sie schneiden sich genau dann, wenn es Parameter s und ¢ gibt, fiir

die gilt:
2s = —4 — s = -2
14+ s = -1+t = = -2
s = 10 + 6t ist fiir s =t = —2 auch erfiillt

Also gibt es einen Schnittpunkt (ndmlich (—4,—3,—2)), so dal die Geraden in
einer Ebene liegen.

0 2 0
b)yx=| -1 | +s| 1 |+t 1
0 1 6
r = 2s = s=7
y = -1+ s+t = t=y+l-s=y+1-3
z = s + 6t = 2=35+6y+6—-3r, 22=12-5x+ 12y

Also lautet die Ebenengleichung in parameterfreier Form: 5z — 12y + 2z = 12.

oder:
2 0 ijk 5 5 x
1Ix{1]=12 1 1|=-12] = |-12)|-|y+ 1] =0, d.h. 5xz—12y+22=12
1 6 016 2 2 z

9
> 5
2
c) Die Gerade, auf der das Lot liegt, hat die Gleichung x = 5) +t|—12 |. Sie
8
8+

schneidet die Ebene fiir ¢ mit 5(3 + 5t) — 12(—5 — 12¢) + 2( b 2t) = 122, d.h.
173t = —1—;3, t = —%. Den LotfuBBpunkt erhélt man durch (% — % —12 ,
d.h., es handelt sich um den Punkt (2,1,7). Der Abstand des 8Punktes P \?om
LotfuBpunkt betrigt % —1; = %\/m ~ 6.576.

2

K1/1-4
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Die Eigenwerte ergeben sich aus

dh)\l/g—lil:\/ ——_%%

— 3. _
Mo=2

| N | +—=

g . ’:1—2A+A2—§:A2—2A+§:0,

A

O NI N
O =N N

1
= normierter Eigenvektor % ( )

[N

O NI N
O =N N

1
=—> normierter Eigenvektor —( )

/
Die Hauptachsentransformation erfolgt demzufolge durch (x) =L (1 1) (:p/)

i (L AN DO
)G DE) e G-

=3 Y]
12

Es handelt sich also um die Ellipse z” S5+ 4 —J_ > =1 mit den Halbachsen 2 und 2v/3.
2 (2v3)
1

Ausz = \1[(26’ +y ) y = —5(2'—y’) erhiilt man durch Addition bzw. durch Subtraktion

T = f(x +y), y
Systems wegen 3’ = 0 <:> y=ux, ¥ =0« y = —x aus denen des Ausgangssystems
durch Drehung um 45° entstehen.

N[

- —5(x —y), so daB die Koordinatenachsen des transformierten

Zeichnung der Ellipse mit beiden Koordinatenkreuzen

K1/1-5

Durch die Einfithrung von Schlupfvariablen fiir die beiden Ungleichungen erhélt man
als

Normalform: 3x; +3x9 — 23 — max
T +2x5 — x3 = 3

— X9 +2r3 +uy = 15

—bxy + 313 +uy = 12

1, Ta, T3, U, Uy > 0
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Simplexschema: T T T3 UL Uog
BV |3 3 -1 0 O0lzpg| 0
zn 31 2 -1 0 0] 3]-
w 0] 0 -1 1 0|15 2
uy 0| 0 -5 0 1]12
0 3 [-2 0 0] 9
v 31 3 0 0 4| 7|21
w o0 I 0 1 -%|7
x3 =1 0 =2 1 0 3| 4| -
0 |-3 0 0 2|17
z 31 0 0 -f 2[6
xw 30 1 0 2 =213
z3 =10 0 1 & 1|9
o 0 0 1 2|18

Da alle Optimalitéatsindikatoren nichtnegativ sind, handelt es sich um das Optimum:
x] =6, 5 =3, x5 =9, optimaler Zielfunktionswert: z* = 18.

oder: Elimination von z; durch x; = 3 — 229 + x3 fiihrt zu der graphisch losbaren
Optimierungsaufgabe —3zy + 2x3 +9 — max

— X2 —|—2.I'3 < 15
—5?52 + 3[L‘3 S 12
Za, Z3 Z 0

Der zuléssige Bereich ist begrenzt durch die positive zo—Achse, durch die Punkte (0, 0),
(0,4) und (3,9) sowie von dem letzten Punkt aus durch die Gerade —xq 4 223 = 15.
Die Parallelverschiebung der Niveaulinie (z.B.) —3x4+ 223 = 6 fiithrt auf die optimale
Losung 25 =3, 25 =9 = 2] =6, 2" = 18.

oder: Elimination von x3 durch x3 = x; + 225 — 3 fiihrt zu der graphisch losbaren
Optimierungsaufgabe 2x; + x5 +3 — max

2x1 + 319 < 21
3[L‘1 + ) S 21
T, T > 0 (vgl. Aufgabe 6!)

Der zuldssige Bereich ist begrenzt durch die Punkte (0,0), (0,7), (6,3) und (7,0). Die
Parallelverschiebung der Niveaulinie (z.B.) 2x; +xo = 2 fiihrt auf die optimale Losung
] =6, 25 =3 = a5=9, 2 =18

K1/1-6

Sei 1 : Anzahl der herzustellenden Erzeugnisse E,
Zo : Anzahl der herzustellenden Erzeugnisse Fj.

357



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure

©Prof. Dr. Schneider

Dann lautet das Modell:

Zusatzaufgabe:

Gewinn:
Rohstoff Ry :
Rohstoff R, :
Rohstoff Rs :

Nichtnegativitét:

21‘1
I

233'1

333'1
Zy,

+ x9 — max

+3x9
+3x5
+ X9

o)

IN

IV IA A

18
21
21

Durch die Einfithrung von Schlupfvariablen fiir die drei Ungleichungen erhélt man als

Normalform: 2x; + 29 — max
T +3r5 +ug = 18
211 4+ 39 + U9 = 21
3T — T2 +us= 21
Ty, X2, Ui, U2, U3 > 0
Simplexschema: 1 Ty Up Uy U
BV ¢cg|] 2 1 0 0 Olag| 0
wy O] 1 3 1 0 0]18]18
u 0] 2 3 0 1 0[21]2
usg 0| 3 1 0 0 1|21
-2 -1 0 0 O
w 0 0 5§ 1 0 —3[11]2
u, 0 0 I 0 1 -2|7
o2 1 & 0 0 | 7|21
0 |—3| 0 0 2|14
w O 0 o0 1 & 213
x, 1 0 1 0 2 -2]3
x 20 1 0 0 -3+ 2|6
0o 0 0 3 2[15

Da alle Optimalitéatsindikatoren nichtnegativ sind, handelt es sich um das Optimum:
x] = 6, x5 = 3, optimaler Zielfunktionswert: z* = 15.

oder: graphische Losung:

Der zuléssige Bereich ist begrenzt durch die Punkte (0,0), (0,6), (3,5), (6,3) und
(7,0). Die Parallelverschiebung der Niveaulinie (z.B.) 2z + zo = 2 fiithrt auf die

optimale Losung 27 =6, 25 =3 = 2* = 15.

Kapitel 20
Folien

Kapitel 21
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1
0.8
0.6
0.4 0,05x2 —0.425x +1.15
0.2~ y

X
~0.1x+0.65
07 3 3 Py 5 6—0.125x+0.75

Abbildung 20.1: zu Aufgabe 9.2: Interpolation (vgl. auch Abb. 20.15)

Lehrveranstaltungsablauf

21.1 Mathematik I — Wintersemester 1999 /2000

Vorlesung

Grundlagen, Logik, Mengenlehre, reelle und komplexe Zahlen, Vektoren und Matrizen,
lineare Gleichungssysteme, Gauf-Algorithmus, Eigenwerte und Hauptachsentransfor-
mation, Geraden und Ebenen, lineare Optimierungsaufgaben, Simplexalgorithmus,
Folgen und Reihen

Ubungen

1. Grundlagen: 6, 8, 9 a-d), 12, 14, 18, 20

2. Komplexe Zahlen, Vektoren und Matrizen: 21, 22,23,27,28,1,1,2,3
3. Lineare Unabhéngigkeit, Gleichungssysteme: 10, 3, 20, 16, 11

4. GauBalgorithmus, Inverse Matrix: 12, 15, 28, 26 c,d), 13
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5. Determinanten, Eigenwerte, Orthogonalitéat: 1, 3, 4, 5, 6
6. Hauptachsentransformation: 1, 3, 8, 5
7. Lineare Optimierung: 2, 4 (I), 5

Hausiibungen

1. Grundlagen, Komplexe Zahlen, Matrizen: 15, 29, 7, 9

2. Lineare Algebra: 18 a-c,f,g), 14, 21, 29

3. Orthogonalitdt, Eigenwerte, Hauptachsentransformation: 8, 7, 2, 6
4. Lineare Optimierung: 1, 4 (II)-(IV), 7
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21.2 Mathematik II — Sommersemester 2000

Vorlesung

Differenzial- und Integralrechnung einer Variablen, Kurven im Raum, Funktionen
mehrerer Verédnderlicher, Differenziation, Taylorscher Satz, Extremalprobleme meh-
rerer Verdnderlicher ohne und mit Nebenbedingungen

Ubungen

1.

Zinsrechnung, Reihen, Rentenrechnung: 1, 2; Bsp.8.5; 5, 2; End- und Barwert
vorschiissiger Renten; 8

2. Funktionen, Differenziation, Extremwerte: 10, 11, 4, 5 a-e,g,h), 7, 8, 9

3. Kurvendiskussion, I’'Hospitalsche Regel, Taylorreihen: 13 a), 14, 24, 25 ah k), 18,
19, 21

4. Integration, Partialbruchzerlegung: 1, 4, 3, 7, 12, 6

5. Kurven im Raum, Kurvenintegrale: 1, 3, 7, 5, 4

6. Differenzialrechnung fiir mehrere Variable: 2, 5, 9, 10, 15, 14

7. Extremwertaufgaben ohne Nebenbedingungen: 1, 2, 1, 4

Hausiibungen

1. Folgen und Reihen, Finanzmathematik: 1, 4; Bsp. 8.2 mit Aufg. 3; Bsp. 8.12

2. Differenzialrechnung fiir eine Variable: 16, 10, 25 ¢,d,g,e,i), 23

3. Integralrechnung: 5 a,f,g), 14 b), 13 a), 15 ¢), 16, 10, 8

4. Differenzialrechnung fiir mehrere Variable: 3, 8, 18, 5
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21.3 Mathematik IIT — Wintersemester 2000/01

Vorlesung

Gewohnliche Differenzialgleichungen, Systeme linearer Differenzialgleichungen, Fou-
rierreihen, Grundaufgaben der Numerik, Integration im R", Integralséitze

Ubungen

1.

Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen; einfache Differenzialgleichungen: 12,
13,22, 1, 2
Differenzialgleichungen: 3, 6, 5, 7 e), 9, 11 a-c)

. Differenzialgleichungen und -gleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten: 13

c-d), 15, 17 a-b), 24, 20

4. Differenzialgleichungssysteme (Fortsetzung); Fourierreihen: 23, 2, 1

5. Numerische Losung nichtlinearer Gleichungen und Gleichungssysteme: 2, 5 ¢), 7,
8,4

6. Numerische Losung linearer Gleichungssysteme, Interpolation und Approximation:
12,13, 2, 10

7. Mehrdimensionale Integration: 1, 2, 9, 13, 14, 15, 4

Hausiibungen

1. Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen; Trennung der Verdnderlichen: 14, 20,

@

17, 7 ¢,d,f)
Differenzialgleichungen und -gleichungssysteme: 8, 10, 14 a,f,c), 18
Fourierreihen; Iterationsverfahren: 3, 6, 1, 6

Numerische Losung von Gleichungssystemen; Mehrdimensionale Integration: 10,
14,11, 7

Literaturverzeichnis

1]

2]

Luderer, B.; Wiirker, U.: Einstieg in die Wirtschaftsmathematik. B.G. Teubner,
Stuttgart. 4. Aufl. 2001, ISBN 3-519-32098-3

Luderer, B.; Paape, C.; Wiirker, U.: Arbeits- und Ubungsbuch Wirtschaftsma-
thematik — Beispiele — Aufgaben — Formeln. Teubner Studienbiicher Mathematik.
B.G. Teubner, Stuttgart. 2. Aufl. 2001, ISBN 3-519-12573-0

362



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure (©Prof. Dr. Schneider

Meyberg, K.; Vachenauer, P.: Hohere Mathematik 1. Differential- und Integral-
rechnung, Vektor- und Matrizenrechnung. Springer, 2001, ISBN 3-540-41850-4

Meyberg, K.; Vachenauer, P.: Hohere Mathematik 2. Differentialgleichungen,
Funktionentheorie, Fourier-Analyse, Variationsrechnung. Springer, 1999, ISBN
3-540-41851-2

Bronstein, I.N.; Semendjajew, K.A.; Musiol, G.; Miihlig, H.: Taschenbuch der
Mathematik. Verlag Harri Deutsch. 5. Aufl. 2000, ISBN 3-8171-2015-X, 3-8171-
2005-2

Luderer, B.; Nollau, V.; Vetters, K.: Mathematische Formeln fiir Wirtschafts-
wissenschaftler. B.G. Teubner. 3. Aufl. 2000, ISBN 3-519-10247-1

Rade, L.; Westergren, B.: Springers Mathematische Formeln. Taschenbuch fiir In-
genieure, Naturwissenschaftler, Wirtschaftswissenschaftler. Springer, 2000, ISBN
3-540-67505-1

Teubner-Taschenbuch der Mathematik. Begriindet von I. N. Bronstein und K. A.
Semendjajew. Herausgegeben von E. Zeidler. B.G. Teubner, Stuttgart, Leipzig
1996, ISBN 3-8154-2001-6

363



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure

©Prof. Dr. Schneider

Optimierungsaufgabe

“X1+2.XZ:5

— X+ X,——>max
2
5
1

2x1— X >
—x+2x, <

X1 = 2, Xy >
Bu

A-

2

1 0 -1
Zielfunktionsniveaus

A
T

2X1"X2 =2

Abbildung 20.2: zu Aufgabe 6.4 (I): Grafische Losung linearer Optimierungsaufgaben
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Taylorentwicklung von f(x)= x> an der Stelle xg =1
8 By (x)
6
N Py (x)
2]
Fy(x)
2 -1 v 1 2 5

f(x)=P3(x) -

FBy(x)=1: Konstante
B(x)=3x-2: Gerade (Tangente)
Py(x)=3x*—-3x+1: Parabel

B(x)= x> kubische Funktion

Abbildung 20.3: zu Aufgabe 9.18: Taylorentwicklung
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Taylorentwicklung von sinh x

an der Stelle x; =0:

oo x2k+1

sinhx= ) ——
kgz)@k +1)!

PO(x) = 01 v
Pl(x) _ Pz(x) —x, I 1 P

x3 o
P3()C) =P4(x)=x+§,

x3 x5 -3-
%(X)=P6(X)=x+§+“§‘!— Sinhx

sinh x
Fg(x)
20
Py (x)
10-
T 2 s iR(x)
X

Abbildung 20.4: zu Aufgabe 9.19: Taylorentwicklung
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Taylorentwicklung von cos¢ an der Stelle ¢y =0:

- . (p2k
cos@p = ) (-1)" ——
kgo (2k)!

2 2 4

o o 9
P =l, P =1—————, P :1——+_._.’
(@) 5(9) 5 5(0) R
2 4 6 2 4 6 8

o 0 o Q0 0 ()
PB@)=1-"—+1—-Z— P(@p)=1-T—+1—-T_+
4 (@) > Y51 " 70 (@)

2 24 720 40320

Ps(p) FBy(p)

(o)

cosQ

/

P(p) PB(p)
<0.0001 fiir [p|<0.22134 =12.68°,

§04

@) cosp
|R3(¢)|=% 4!(” o* =| 4!(”(04

(@ zwischen @y =0 und ¢) c0s0.2213=097561, P5(0.2213) =0.97551

<

Abbildung 20.5: zu Aufgabe 9.20 und Aufgabe 21: Taylorentwicklung
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2
Ellipse ;—2+y2:1 (x=2cost, y =sint, 0<t<27)

mit Kriimmungskreisen
im Scheitelpunkt (2,0) (Kriimmungsradius —;—) und
im Scheitelpunkt (0,1) (Kriimmungsradius 4)

Abbildung 20.6: zu Aufgabe 11.5: Kriimmungskreis
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Begleitendes Dreibein

T Tangentenvektor, N Hauptnormalenvektor, B Binormalenvektor

S : Schmiegebene : Grenzlage der Ebene, die durch den Punkt P und zwei be -
nachbarte Punkte A und P, geht,bei 4 — Pund P, — P,

enthélt 7 und N, Stellungsvektor ist B
N :Normalebene : enthilt N und B, Stellungsvektor ist T
R :rektifizierende Ebene : enthilt T und B, Stellungsvektor ist N

Abbildung 20.7: zu Abschnitt 11.2: Begleitendes Dreibein
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Konische Schraubenlinie

Doppelkegel £COSt
2Z2=x*+y? %(t) =| tsint
4

1 0 -1
N B 0 | Kriimm.rad. p(0) =1
1 0 1

Abbildung 20.8: zu Aufgabe 11.8: Kurven und Fldachen, begleitendes Dreibein
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tcost

Elliptisches Paraboloid z = x* + y*> mit Kurve x(¢) =| tsint |,
2

t
0
Punkt x(g) = x(—-g) =| m/2 |, Tangentialebene Ty —z= n% und
n*/4
0 -m/2
Tangente (fiir 7 = g) Xw=| m2 [+ 1
/4 n

9=41°, ¢=71°, t=0...3 9=23°, 9=39°, t=0...3

Maple V Release 5.1
theta and phi: angles of the point in 3-dimensions from which the plot is to be viewed. The point is
described in spherical coordinates where theta and phi are angles in degree.

Abbildung 20.9: zu Aufgabe 12.15: Kurven und Fldchen im Raum, Tangentialebene
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£

LN
M5 2y
QX
sttty e

8
f(xa)’)=x+)’+g f(x,y)=xIny-2x"

o
02 M""‘!‘-— y
x (___(,/"'""0.4 0.2 04 08 OE T e
7?1 08 06 T2 T T

f(x,y)=sinx+siny+sin(x+ y)

Abbildung 20.10: zu Aufgabe 13.1 und Aufgabe 13.4: Extremwertaufgaben
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f@=t], —n<t<n .
periodisch fortgesetzt
3
2
1
approximiert durch 4 3 2 1077 % 34
trigonometrische Polynome
T T 4
—_— — ——CO0S?
2 2 =z
41 4
3] 3
27 2
1 1
IR T T ST T
4 4(COSt+COS3t) n—4(COSt+COS3t+COSSt)
2z 3 2 7 3? 52
4 4
3 3
2 2
1 1
R R A B R R A R R

Abbildung 20.11: zu Aufgabe 15.1: Fourierentwicklung

373



Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure ©Prof. Dr. Schneider

f@=t], —x<t<n approx. durch trigonometrische Polynome
period. fortgesetzt T
2
n 4
— ——cost,
T
T 4 cos 3t
———(cost+—3—),
2 = 3
T 4 cos3t cosdt
———(cost+—5— —)
2 3 5

— M

Abbildung 20.12: zu Aufgabe 15.1: Fourierentwicklung
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Nichtlineares Gleichungssystem
2y —x*-1=0
Xy-x —4=0

Xy-x-4=0

Abbildung 20.13: zu Aufgabe 16.8: Nichtlineares Gleichungssystem
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Newtonverfahren zur Losung von

x> =3x% +2x+3=0

mit Startwerten x(()a) =1 und x(()b) =0
Y
bl
-3 -2 - |o 2 4
xlb xéb X x(()b) x(()a) xl(a) X
-2
n (a) (b)
- 0 |1 0
1|4 -1,5
-5 2 [2,9615385 [-0,9295775
3[2,1471760 |-0,7078664
-8 4 [1,0065794 |-0,6725584
5 [4,0003891 [-0,6717004
-10 6 [2,9618182 [-0,6716999
7 [2,1474302 [-0,6716999
8 [1,0072562
9 [4,0004732

x =-0.6716999

Abbildung 20.14: zu Aufgabe 16.4: Newtonverfahren
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Interpolation
v 12x-36
120- 289
X
0 T3x% +51x-156
40
20
0 / 5 6 7 B 9
Approximation
757 0.5x2 +1.9x+52
70"
65
1.9x+53
60+
55~
*
50
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5.
1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002

Abbildung 20.15: zu Aufgabe 9.3 und 13.10: Interpolation und Approximation
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