Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 23.8

Lésen Sie die inhomogenen Differenzialgleichungen mitskanten Koeffizienten

a)y' -3y +2y=e*
b) y'—3y +2y=¢"
Ay -2y +y=¢,
d)y’ -2y +y=e*,
e) y' + 16y = 3sinX

(vgl. Aufgabe21.53 mit Hilfe der Laplacetransformation!

Losung:

Ly™] = p"Ly]—y(0)p" 1y (0)p"2—- .. —y("=2)(0) p—y("~ D)

L[y] = pLy]-¥(0), L[y"] = p?Lly]—y(0)p—Yy'(0)

Wenn wie hier keine Anfangsbedingungen gegeben sind, sorkam einfacly(0)=C, y'(0)=D

setzen, man erhalt dann die allgemeine, von 2 Konstanteinglde Losung der Differenzialglei-
chung 2. Ordnung.

Fur die Ausfihrung der Laplace-Rucktransformationen kawam auf Formelsammlungen, z.B.
Teubner-Taschenbuch der Mathematik. Begrindet v. I. N\n&gin u. K. A. Semendjajew. Hrsg.
v. E. Zeidler. Teubner. 2. Aufl. 2003 zurlckgreifen.

a) L[y'—3y'+2y] = p>L[y]~Cp-D — 3pL[y]+3C+2L}y]
— (p*-3p+2)Ly - Cp+aC-D—L[e¥| = .1
Cp—3C+D 1 Cp+D-3C 1
VP2 a9 (2D (3P D

Weiter mit Partialbruchzerlegung oder Nutzung der Formeln

1 } edt_egh s _ae Mt-_pe Pt
(s+a)(s+B) B—a (s+a)(s+B) a-B

1 } _(y-Ble "+(a—ye P'+(B-a)e

(s+a)(s+B)(s+y) (a=B)(B-y)(y—a)
(oben zitiere Formelsammlung S. 204f.)
—e¥ 2 &

-2
= <ZC—D+%) e+ (D-C-1)e*+ %ei*x = Ae“+Be™ + %e3x
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y = C(2e”—€&") 4 (D—3C)(e®—€") +

b) analog a):L[y’—3y +2y] = (p?—3p+2)L[y] ~Cp+3C—D = L[&] = ﬁ
 Cp-3C+D 1 _ CptD- 1
Y e TP (21 (p-2(p 17

Flr den letzten Term wird eine Partialbruchzerlegung veogemen:
1 E F G
+———, E(p~1)*+F(p-1)(p-2)+G(p-2) =

=—_+
(P-2)(p-1)* P2 P-1 (p-1)*" E(2_2p41)+F(p2—3p+2)+ G(p—2) =
(E+F)p?+(—2E—3F+G)p+(E+2F-2G)=1
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E+ F =0 = F=-E
—2E-3F+ G=0 — E+G=0, G=-E
E+2F-2G=1 — E-2E+2E=E=1 F=-1 G=-1
Cp+D-3C 1 1 1 1 1 _at
Lly|= + — — , L7 |—| =te"™ (Formelsammlung)
] (p-2)(p—-1) p-2 p-1 (p-1)? (s+a)?

y = C(26%—¢) + (D—3C) (e*—&) + ¥ —
= (2C-D—1)€'+ (D-C+1) &* — xe* = Ae“ + Be* — x&" (Resonanz)

c) L[y’ -2y +y] = p?L[y]—Cp—D — 2pL[y]-+2C + L[]

— (pP-2p+1)Lly] ~Cp+2C-D =L[e] =

p—1
Cp+D-2C 1

LIy = +
(-1*  (p-1)°
~ s ~ ~ 1 t2
Lt T =e M(1—qat), L1 (o) = @t (Formelsammlung)
y:C(eX+xeX)+(D—2C)xeX+%xzex:CeX—i—(D—C)xex—i— X2 — Ce' 4+ Bye 42 X 2eX
(Resonanz)
d) analog c):L[y’—2y+y] = (p?—2p+1)L[y] —Cp+2C—D = L[] = %
Cp+D—2C 1 Cp+D-2Cc 1 1 1
Lly| = + = + — — (vgl. b))
(P-1%  (p-2)(p-1®  (p-1* P=2 p-1 (p-1)
y = C(e*+x€") + (D—2C) x&" 4+ & — & — xe*
= (C—1)€+ (D—C—1)x& 4 & = Ae" + Bxe* + &~
e) Lly'+16y] = p°L[y]-Cp—D+16L[y] = (p?+16)L]y] —Cp—D = L[3sin] = Za

y_ CPiD 6
V= 216" (p2r16)(p214)

1 p . _ 1 1
L {p2+16}_cos4<, L {p2+16} 4S|n4><

1 1 1 1
L1 sinat——singt | (Formelsammlung),
[(sz+a2><sz+ﬂz>} B*— a2< A )( 9
1 1 1
,1 -
also L {(p2+16)(p2+4)} 483|n4x+243|n2<

D . 1. 1.
y_Ccos4<+ZS|n4x—§S|n4x+zsm2<

D 1\ . 1 . ) 1 .
=Ccos&+ (Z — é) sin4x+ ZS|n2x:Ccos4<+ Bsin4x -+ Zst(



