
Aufgabe 23.2

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Berechnen Sie die LaplacetransformationenL(p) = L[ f (t)] folgender Funktionen mit Hilfe
der Eigenschaften der Laplacetransformation:

a) f (t) = sinat (a> 0),
b) f (t) = e3t sint,
c) f (t) = t2sint,

d) f (t) = cost =
d
dt

sint,

e) f (t) =
t
∫

0
e3τ sinτ dτ,

f) f (t) =
t
∫

0
eτ sin(t− τ)dτ !

Lösung:

a) Ähnlichkeitssatz: L[ f (at)]=
1
a

L
( p

a

)

für a>0, Rep>ac

L[sinat]=
1
a

1

1+
( p

a

)2 =
1
a

1
a2+p2

a2

=
a

p2+a2

b) Dämpfungssatz: L[e−at f (t)]=L(p+a) für a∈R, Rep>c−a

Hier: a=−3, c=0 (siehe Aufgabe23.1a)), d.h. für Rep>3:

L[e3t sint]=
1

1+(p−3)2
=

1
p2−6p+10

c) Multiplikationssatz: L[(−t)n f (t)]=L(n)(p) für Rep>c

L[t2sint]=
d2

dp2

1
1+p2 =

d
dp

−2p

(1+p2)2
=
−2(1+p2)

2
+2p2(1+p2)2p

(1+p2)4 =
−2(1+p2)+8p2

(1+p2)3

=
6p2

−2

(1+p2)
3

d) Differenziationssatz: L[ f ′(t)]= pL(p)− f (+0)

L[cost]=L[(sint)′]=
p

1+p2−sin0=
p

1+p2

e) Integrationssatz: L

[

t
∫

0
f (τ)dτ

]

=
1
p

L(p) für Rep> c

L

[

t
∫

0
e3τ sinτ dτ

]

=
1
p

L[e3t sint] =
1
p

1
p2−6p+10

=
1

p3−6p2+10p
(wegen b))

f) Faltungssatz:

L[ f1(t)∗ f2(t)]=L

[

t
∫

0
f1(τ) f2(t−τ)dτ

]

=L1(p)L2(p)=L[ f1(t)]L[ f2(t)] für Rep>max(c1,c2)

L

[

t
∫

0
eτ sin(t − τ)dτ

]

= L [et ]L [sint] =
1

p−1
1

p2+1
=

1
p3−p2+p−1
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oder:
∫

eτ sin(t−τ)dτ=eτ sin(t−τ)+
∫

eτ cos(t−τ)dτ=eτ sin(t−τ)+eτ cos(t−τ)−
∫

eτ sin(t−τ)dτ,

also
∫

eτ sin(t−τ)dτ =
1
2

eτ(sin(t−τ)+cos(t−τ)
)

,

t
∫

0

eτ sin(t−τ)dτ =
1
2

[

eτ(sin(t−τ)+cos(t−τ)
)]t

0 =
1
2

et
−

1
2

sint −
1
2

cost

Additionssatz: L[k1 f1(t)+k f2(t)] = k1L[ f1(t)]+k2L[ f2(t)] für Rep>max(c1,c2)

Damit erhält man ebenfalls

L





t
∫

0

eτ sin(t−τ)dτ



=
1
2

(

1
p−1

−
1

p2+1
−

p
p2+1

)

=
p2+1− p+1− p2+p

2(p−1)(p2+1)
=

1
(p−1)(p2+1)

.


