
Aufgabe 23.1

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Berechnen Sie die Laplacetransformationen von

a) f (t) = sint und b) f (t) = sinht

und geben Sie die Konvergenzhalbebenen an!

Lösung:

Laplacetransformation: f (t) −→ L[ f (t)] = L(p) =

∞∫

0

e−pt f )t)dt

Satz: (i) Sei | f (t)| integrierbar in jedem endlichen Intervall 0≤ t≤A.
(ii) Es existieren Konstantenc≥0, M>0 mit | f (t)|≤Mect für alle t≥0.
Dann existiert die Laplacetransformation wenigstens für alle p mit Rep>c

︸ ︷︷ ︸
.

Konvergenzhalbebene
(Beachte nämlich: e−ptect = e−(p1+p2i)tect = e(c−p1)te−p2it ,

|e−p2it |= 1, lim
t→∞

e(c−p1)t = 0 für c−p1 = c−Rep< 0)

a) f (t) = sint

Voraussetzungen des Satzes:

(i) | f (t)| integrierbar über jedem endlichen Intervall 0≤ t ≤ A: erfüllt.

(ii) Ex. Konstantenc≥ 0, M > 0 mit | f (t)| ≤ Mect für alle t ≥ 0:
Wegen|sint|≤1 ist das mitM =1, c=0 erfüllt, die Konvergenzhalbebene ist Rep>0
(positiver Realteil).

∫

e−pt sint dt=−e−pt cost−p
∫

e−pt cost dt

u= e−pt −→ u′ =−pe−pt, v′ = sint −→ v=−cost

=−e−pt cost−p

(

e−pt sint+p
∫

e−pt sint dt

)

=−e−pt cost−pe−pt sint−p2
∫

e−pt sint dt

(
1+p2)

∫

e−pt sint dt=−e−pt cost−pe−pt sint,
∫

e−pt sint dt=
−e−pt cost−pe−pt sint

1+p2

L(p)=

∞∫

0

e−pt sint dt= lim
A→∞

[
−e−pt cost−pe−pt sint

1+p2

]∞

0

= lim
A→∞

e−pA
︸︷︷︸

(
−cosA−psinA

1+p2

)

︸ ︷︷ ︸

−

(

−
1

1+p2

)

=
1

1+p2
→ 0

beschränkt

(Mit p= p1+p2i, p1=Rep>0 gilt nämlich|e−pA|= |e(p1+p2i)A|= |e−p1A| | |e−p2iA|
︸ ︷︷ ︸

−−−→
A→∞

0.)

1

Somit gilt L[sint]=
1

1+ p2 .

(
Wegen sint=

eit−e−it

2i
kann sich daran auch ausgehend vonL[eat]=

1
p−a

überzeugen:

L[sint]=
1
2i

(

L[eit ]−L[e−it ]
)

=
1
2i

(
1

p−i
−

1
p+i

)

=
1
2i

p+i−p+i
p2+1

=
1

p2+1
.
)
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b) f (t) = sinht =
et −e−t

2
Voraussetzungen des Satzes:

(i) | f (t)| integrierbar über jedem endlichen Intervall 0≤ t ≤ A: erfüllt.

(ii) Ex. Konstantenc≥ 0, M > 0 mit | f (t)| ≤ Mect für alle t ≥ 0:

Wegent ≥ 0 und da et für reellet positiv und monton wachsend ist, gilt

| f (t)|=

∣
∣
∣
∣

et −e−t

2

∣
∣
∣
∣
≤

1
2

et , d.h., die Ungleichung ist mitM =
1
2
, c= 1 erfüllt.

Also existiert die Laplacetransformation wenigstens für alle p mit Re(p) > 1 (Konvergenz-
halbebene).
∫

e−pt sinht dt=
1
2

∫

e−pt (et−e−t)dt=
1
2

∫ (

e(1−p)t−e(−1−p)t
)

dt=
1
2

(

e(1−p)t

1− p
+

e(−1−p)t

1+ p

)

+

D

L(p) =

∞∫

0

e−pt sinht dt= lim
A→∞

A∫

0

e−pt sinht dt=
1
2

lim
A→∞

[

e(1−p)t

1− p
+

e(−1−p)t

1+ p

]A

0

Wegen Re(p) > 1 ist p= p1+ip2 mit 1−p1 < 0, daher gilt
∣
∣
∣e(1−p)A

∣
∣
∣=
∣
∣
∣e(1−p1)A

∣
∣
∣ ·
∣
∣e−i p2A

∣
∣

=
∣
∣
∣e(1−p1)A

∣
∣
∣→ 0 für A→ ∞ und daher auch lim

A→∞
e(1−p)A = 0. Erst recht ist dann−1−p1 < 0,

so dass analog auch lim
A→∞

e(−1−p)A = 0 gilt. Damit ergibt sich

L[sinht] =

∞∫

0

e−pt sinht dt =−
1
2

(
1

1−p
+

1
1+p

)

=−
1+p+1−p

2(1−p2)
=

1
p2−1

.


