Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 23.1

Berechnen Sie die Laplacetransformationen von
a) f(t) = sint und b) f(t) = sinht
und geben Sie die Konvergenzhalbebenen an!

LOosung:

Laplacetransformation: f(t) — L[f(t)]:L(p):/eptf)t)dt
0

Satz: (i) Sei|f(t)] integrierbar in jedem endlichen Intervalka <A.

(i) Es existieren Konstantez>0, M >0 mit |f(t)| <Me™ fir alle t>0.
Dann existiert die Laplacetransformation wenigstens liér@amit Rep>c.

——
Konvergenzhalbebene

(Beachte namlich: eeft = g (P1tP2i)tglt — glC—Pitg—Ppait

e P =1, lim el*"Pt =0 fir c—py =c—Rep<0)
—>00

a) f(t) =sint

Voraussetzungen des Satzes:

(i) |f(t)] integrierbar Uber jedem endlichen Intervakk@ < A: erfllt.

(ii) Ex. Konstanterc >0, M > 0 mit|f(t)| < Me®™ flr allet > 0:
Wegen|sint|< 1 ist das mitM =1, c=0 erfillt, die Konvergenzhalbebene ist Re 0
(positiver Realteil).

/e'“t sintdt=—e P cost—p/ept cost dt
u=eP — uU=-pe? V=sint — v=-cos
—e Plcost— p<eptsint+ p/ept sint dt)
—e P cost—pe M sint—pz/e'“t sint dt

—e Ptcost—pe Ptsint

(1+p?) /e'“t sintdt=—e P! cost—pe Pt sint, /ept sintdt =

1+p?
’ _gpt NPt ci 0
L(p) Z/e'ﬁ’t sintdt— lim | —€__cost—pe T sint
A—o0 1+ p2 .
AmEs ( Cosli ;- )_(_ 1+ z) T 1ip?
—> 00
— 0 N VIO g p p
beschrankt
(Mit p=p1+p2i, pr=Rep>0 gilt ndmlich|e™PA| = |ePrP2)A| = |~ P1A| | |e~P2IA| o)
N—— A0
1
Somit gilt L[sint] = =
t_ it .
(Wegen sih= > kann sich daran auch ausgehend u@ﬁt] — ﬁ iiberzeugen:

intl= L (Lid ety oL (L Ly _lphi-pti 1
Lisint]=>; (L") Le D_Zi <p—i p+i)_2i 21 A1)
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ot
b) f(t) = sinht = ze

Voraussetzungen des Satzes:

(i) |f(t)|integrierbar Uber jedem endlichen Intervak@ < A: erfullt.

(i) Ex. Konstanterc >0, M > 0 mit|f(t)| < Me®™ fur allet > 0:
Wegent > 0 und da Efiir reellet positiv und monton wachsend ist, gilt
e —et
f(t) =
LI

Also existiert die Laplacetransformation wenigstens file p mit Re(p) > 1 (Konvergenz-
halbebene).

(1-pt  gl-1-ptt
/eptsinhtdt:% e Pt (e‘—et)dt:%/<e(1p)t—e(1p)t>dt:}<e +& >+

< %e‘, d.h., die Ungleichung ist mNl = %, c =1 erfillt.

2\ 1-p 1+p
D
00 A A
(1-pt  g(-1-pit
L(p) Z/e‘ptsinhtdt: im [ePsinhtdt— = fim | S +&
/ A—)oo0 2A— | 1— P 1+ P 0

Wegen R¢p) > 1 ist p= p1+ip, mit 1—p; < 0, daher gilt}e(lfp)A} = ‘e(lfpl)A} |e7TPeA|

= ‘e(lfpl)A — 0 fiir A— e0 und daher auch line1-P)A = 0. Erst recht ist dana-1—p; < O,
—>00

so dass analog auch ligd~1-P)A = 0 gilt. Damit ergibt sich
—00
o 1/ 1 1 lip+l-p 1
pt _ —— _ _ —_ — frnd
O/e sinht dt 2<1—p+1+p) 21— p?) 21

L[sinht]



