
Aufgabe 22.33

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Lösen Sie die Anfangswertaufgabė~x(t)=A~x(t)+~F sint, ~x(0)=~x0 für A=





0 0 2
0 2 0

−2 0 0



,

~F =





6
5
3



, ~x0=





3
1

−2



 !

Lösung:

Homogenes System:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

−λ 0 2
0 2−λ 0
−2 0 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= λ 2(2−λ )+4(2−λ ) = (λ 2+4)(2−λ ) = 0, λ1/2/3 =±2i; 2.

Zu λ1/2=±2i:

x(t) kann in der Formx(t)=Ccos2t+Dsin2t angesetzt werden. Die erste Gleichung lautet ˙x=2z,
so dass sichz(t) = ẋ(t)/2= −Csin2t+Dcos2t ergibt. y(t) hängt nicht vonx(t) und z(t) ab,

folglich ist ~x(t)=C





cos2t
0

−sin2t



+D





sin2t
0

cos2t



 die zu dem Eigenwertpaarλ1/2=±2i gehörige

Lösung des homogenen Differenzialgleichungssystems.

EV zu λ3=2: −2 0 2
0 0 0

−2 0 −2
1 0 −1
0 0 1
1 0 0
0 0 1

EV E





0
1
0





allgemeine Lösung des homogenen Systems:~x(t) =C





cos2t
0

−sin2t



+D





sin2t
0

cos2t



+E





0
1
0



e2t

Inhomogenes System:

Ansatz:~x(t) = ~Asint +~Bcost, ~̇x(t) = ~Acost −~Bsint

Einsetzen in inhomogenes System:




A1

A2
A3



cost−





B1

B2
B3



sint =





0 0 2
0 2 0

−2 0 0









A1

A2
A3



sint+





0 0 2
0 2 0

−2 0 0









B1

B2
B3



cost+





6
5
3



sint





A1cost−B1sint
A2cost−B2sint
A3cost−B3sint



=





2A3sint+2B3cost+6sint
2A2sint+2B2cost+5sint

−2A1sint−2B1cost+3sint





http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Sammlung/Aufgabensammlung.pdf
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Koeffizientenvergleich:
sint : −B1 = 2A3+6 −2A3− B1 = 6
cost : A1 = 2B3 A1 −2B3 = 0

sint : −B2 = 2A2+5 −2A2 − B2 = 5
cost : A2 = 2B2 A2 −2B2 = 0

sint : −B3 = −2A1+3 2A1 − B3 = 3
cost : A3 = −2B1 A3+2B1 = 0

1 0 0 0 0 −2 0
0 1 0 0 −2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 −2 −1 0 0 6
0 −2 0 0 −1 0 5
2 0 0 0 0 −1 3
1 0 0 0 0 −2 0
0 1 0 0 −2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 3 0 0 6
0 0 0 0 −5 0 5
0 0 0 0 0 3 3

1 0 0 0 0 −2 0
0 1 0 0 −2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 2
0 1 0 0 0 0 −2
0 0 1 0 0 0 −4
0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 0 1 1

spezielle Lösung des inhomogenen Systems:~x(t) =





2
−2
−4



sint+





2
−1

1



cost

allgemeine Lösung des inhomogenen Systems:

~x(t) =C





cos2t
0

−sin2t



+D





sin2t
0

cos2t



+E





0
1
0



e2t +





2
−2
−4



sint+





2
−1

1



cost

Anfangsbedingung:

~x(0) =C





1
0
0



+D





0
0
1



+E





0
1
0



+





2
−1

1



=





3
1

−2





C+2= 3, C= 1
E−1= 1, E= 2
D+1=−2, D=−3

Lösung der Anfangswertaufgabe:

~x(t) =





cos2t
0

−sin2t



−3





sin2t
0

cos2t



+2





0
1
0



e2t +





2
−2
−4



sint +





2
−1

1



cost


