
Aufgabe 22.8

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

a) Ermitteln Sie die allgemeine reelle Lösung des Systems ˙x = −x + 4y
ẏ= −2x + 3y !

b) Bestimmen Sie die spezielle Lösung, für diex(0)=3 undy(0)=5 gilt!

Lösung:

a) A =

(

−1 4
−2 3

)

∣

∣

∣

∣

−1−λ 4
−2 3−λ

∣

∣

∣

∣

=−3−2λ+λ 2+8=λ 2−2λ+5=0, λ1/2=1±
√

1−5=1±2i

EV zu 1+2i: −2−2i 4
−2 2−2i | : (−2), Zeilen tauschen
1 −1+i

−2−2i 4 | II +(2+2i)I
1 −1+i x1−(1−i)x2=0
0 0

EV C

(

1−i
1

)

EV zu 1−2i: −2+2i 4
−2 2+2i | : (−2), Zeilen tauschen
1 −1−i

−2+2i 4 | II +(2−2i)I
1 −1−i x1−(1+i)x2=0
0 0

EV D

(

1+i
1

)

allgemeine komplexe Lösung:~x(t) =C

(

1−i
1

)

e(1−2i)t +D

(

1+i
1

)

e(1+2i)t

2 Wege zur Berechnung der allgemeinen reellen Lösung:

I. Bechnung aus den komplexen Eigenvektoren:
SetzenC=A+Bi, D=C=A−Bi

~x(t) = et

(

(A+Bi)

(

1−i
1

)

(cos2t+ i sin2t)+(A−Bi)

(

1+i
1

)

(cos2t− i sin2t)

)

= et

((

(A+B)−(A−B)i
A+Bi

)

(cos2t + i sin2t)+

(

(A+B)+(A−B)i
A−Bi

)

(cos2t − i sin2t)

)

= et

(

(

(A+B)cos2t+(A−B)sin2t+ i ((A+B)sin2t−(A−B)cos2t))
Acos2t−Bsin2t + i (Asin2t+Bcos2t)

)

+

(

(A+B)cos2t+(A−B)sin2t+ i (−(A+B)sin2t+(A−B)cos2t))
Acos2t−Bsin2t + i (−Asin2t−Bcos2t)

)

)

=et

(

(2A+2B)cos2t+(2A−2B)sin2t
2Acos2t−2Bsin2t

)

=

(

2A

(

sin2t+cos2t
cos2t

)

−2B

(

sin2t−cos2t
sin2t

)

)

et

Mit E=2A, F =−2B erhält man ~x(t) = E

(

sin2t+cos2t
cos2t

)

et +F

(

sin2t−cos2t
sin2t

)

et

als allgemeine reelle Lösung des Differenzialgleichungssystems.
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II. Berechnung einer aus der anderen Komponente:
Wegenλ1/2=1±2i kann man jede der beiden Komponenten in der Form et(Ecos2t+F sin2t)
ansetzen und daraus mithilfe der gegebenen Differenzialgleichungen die andere Komponente
errechnen. Setzt man z.B.y(t)=et(Ecos2t+F sin2t), so folgt aus der zweiten Differenzial-
gleichung

x(t)=
1
2
(3y(t)−ẏ(t))=

1
2

et(3Ecos2t+3F sin2t −Ecos2t−F sin2t+2Esin2t−2F cos2t)

=
1
2

et(2Ecos2t+2Esin2t+2F sin2t−2F cos2t)=et(E(sin2t+cos2t)+F(sin2t−cos2t)
)

,

so dass man auch auf diesem Wege das unter I. notierte Ergebnis erhält.

Geht man stattdessen vonx(t)=et(Ecos2t+F sin2t) aus, so ergibt sich die zweite Kompo-

nente zuy(t)=
ẋ(t)+x(t)

4
=et

(

E
cos2t−sin2t

2
+F

cos2t+sin2t
2

)

.

b) Setzt mant=0 in die bei a) unter Weg I notierte Lösung ein, so erhält man

~x(0) = E

(

1
1

)

+F

(

−1
0

)

=

(

3
5

)

, E−F=3, E=5, also F=2.

Lösung der AWA also:~x(t) =

(

7sin2t+3cos2t
2sin2t+5cos2t

)

et , d.h.
x(t) = (7sin2t+3cos2t)et

y(t) = (2sin2t+5cos2t)et


