Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrlicihheL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)
Aufgabe 21.60
Ldsen Sie die inhomogenen linearen Differenzialgleiclamigit konstanten Koeffizienten
a) y’ +4y = sinx und
b) y' +4y =sin2 !
Handelt es sich bei den Losungen um beschrankte Funktionen?

Losung:
homogene Dgl.y’ +4y=0: A,+4=0, A1/2 = £2i;, Yhom = CCOS X+ Dsinx
inhomogene Dgl.: allg. Lsg. d.inhom. Dgk allg. Lsg. d. hom. Dgl+ spez. Lsg. d.inhom. Dgl.

Suchen spezielle Losung der inhomogenen Differenzialgieig durch Lésungsansatz in Form
der rechten Seite (,Storgliedansatz"): fur rechte SeitenFbrm E cosax+ F sinax Lésungs-
ansatzy = Acosax+ Bsinax.

a) Ansatz in Form der rechten Seitg= Acosx-+ Bsinx,
y = —Asinx+ Bcosx,
y’ = —Acosx— Bsinx

Einsetzen in inhomogene Dgl.:

y' + 4y = —Acosx— Bsinx+ 4(Acosx+ Bsinx) = 3Acosx+ 3Bsinx = sinx
1 : : 1.

— A=0, B= 3 spezielle Losung der inhomogenen Dg}.:= ésmx.

Addiert man dazu die allgemeine Losung der homogenen Biifgalgleichung, so erhalt
1 . .
man Yinhom(X) = §SInX+CCOSB(+ Dsin2x.

b) Versucht man hier die Losung mit dem Ansatz analog a), alse AcosX + Bsin2, so
erhalt man wegeny’ = —4Acos X — 4Bsin2 durch Einsetzen in die Differenzialgleichung
y’'+4y = 0, die inhomogene Differenzialgleichung’ + 4y = sin2x ist also mit diesem
Ansatz nicht erfullbar. Das ist nicht verwunderlich, isttiader Ansatz gerade die eingangs
hergeleitete Losung der homogenen Differenzialgleichung

Es handelt sich um den ,Resonanzfall“: Die rechte Seitedsting der homogenen Differen-
zialgleichung. In diesem Fall muss man den Ansatz in Fornretdrten Seite mik multipli-
zieren, d.h. in unserem Falle als Ansatz= Axcos X+ Bxsin2x verwenden. Ist die rechte
Seite eine Losung der homogenen Differenzialgleichurg zdi einerm—fachen Eigenwert
des charakteristischen Polynoms gehért, so muss die Migtipn mit x" erfolgen.

Ansatz y = AXcos X-+Bxsin
(Resonanz)y =  Acos X—2Axsin 2x+Bsin 2x+2Bxcos X
y’ = —2Asin 2—2Asin 2x—4Axcos X+2Bcos X+ 2B cos X—4Bxsin

y'+4y = —4Asin —4Axcos X+4Bcos X—4Bxsin 2X+ 4(Axcos X+ Bxsin )

. . 1
= —4AsinX+4BcosX =sinX — A:_Z’ B=0,

: . 1
spezielle Losung der inhomogenen Dgy.= —Zxcos X.
Addiert man dazu die allgemeine Losung der homogenen Biftgalgleichung, so erhélt
1 .
man Yinhom(X) = —ZxcoszurCcosB(Jr Dsin2x.

Waéhrend die Losung von a) eine Linearkombinationen von \@limkktionen und damit be-
schrankt ist, wird in der Lésung von b) cosgit x multipliziert, sie ist deshalb unbeschrankt.
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Also ist die Losung im Resonanzfall unbeschrankt, im and&al beschrankt. Beschreibt die
Aufgabe eine durch die rechte Seite erzwungene Schwingmegsfolgt im Resonanzfall die
Anregung mit der Frequenz der freien Schwingung. Die Ausleg wird dann beliebig grof3:
Resonanzkatastrophe.

Alternative Losung der inhomogenen Differenzialgleichuig mit Variation der Konstanten
(sehr aufwandig)

a) Ansatz Var. d. Konst.y = C(x) cos X+ D(X) sin 2,
y =C/cosX— 2Csin2x+ D’sin2+ 2D cos X

Da sich die Losung der inhomogenen Differenzialgleichusgsamme einer speziellen L6-
sung der inhomogenen Differenzialgleichung und der algjeen Lésung der homogenen
Differenzialgleichung darstellen lasst und letztere hetgekannt ist, wird nur eine spezielle
Lésung der inhomogenen Differenzialgleichung bendtigl Bnsatz enthalt aber 2 gesuchte
FunktionenC(x) und D(x). Deshalb ist eine zuséatzliche Bedingung formulierbar,vdieso
wéhlen, dass beim néchsten Differenzieren keine 2. Aligign entstehen:

C/cosX+D’'sin2 = O\.
Dann ergibt sich

y = —2Csin2x+2Dcos X,
y’' = —2C’sin2x— 4Ccos X+ 2D’ cos X — 4D sin 2.

Einsetzen in inhomogene Differenzialgleichung:

y'+4y = —2C' sin x—4C cos X+ 2D’ cos X—4D sin 2x+4C cos X+4D sin
= —2C'sin +2D’ cos X = sinx

Zusatzlich muss die Bedingung von oben erfillt werden, ss ddch furC’, D’ folgendes
Gleichungssystem ergibt:

—2C'sin2x+2D' cos X=sinx | - cosX —2C’sin2xcos X+ 2D’ cos’ 2x=sinxcos X

C'cosx+ D'sinx= 0 |-2sinX 2C'cosXsin+2D'sir2x= 0
2D’ =sinxcos X
1 sin2 1
D' = ZsinxcosX, C'=-D’ = —Zsinxsin
2 ’ COS X 2

sina cosp = %(sin(a—B) +sin(a+pB)), sinasinp = %(coqa—ﬁ) —coga-+p))

17 . . 1 1 . 1 .
C= —é/smxsm&dx_Z/(cos:i(—cosx) dx = 1—23|n3<—zsmx,

1. 1 . : 1 1
D= E/smxcos&dx:z/( — sinx+sin ) dx = 7 COSX— 1—2c053<
(jeweils nur spezielle Losung gesucht, siehe oben!)

Spezielle Losung der inhomogenen Differenzialgleichung:

1 . 1. 1 . 1 ,
Yy = —SIinXCcosS X — ZrsmxcosZ§<+ Zcosxsm&— 1—20033<S|n2<

12

1 . : 1, ,
= 1—2(sm Xcos X — cos Xsinx) — Z(smxcos&— cosxsin )

1 1 1 . 1 . 1+3 . 1 .
= 1—25|n(3—2)x— Zfsm(1—2)x: 1—25|nx+ Zsmx: % sinx = §S|nx
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Addiert man zu der gefundenen speziellen Lésung der inhemay Differenzialgleichung
die allgemeine L6sung der homogenen Differenzialgleighwo ergibt sich die allgemeine

. . . . 1. .
Losung der inhomogenen Differenzialgleichugighom(X) = 3 sinx+Ccos X+ DsinZ.

b) Ansatz Var. d. Konst.y = C(x) cos Z+ D(x) sin2x
usw. wie bei a), aber in rechter Seite sts2att sirx,

deshalb Gleichungssystem fOf, D’:
—2C'sin2+2D'cos X=sin2x | - cosX —2C'sin2xcos X+4-2D’ cos’ 2x=sin 2cos X

C'cosx+ D'sinx= 0 |-2sinx 2C'cosXsin+2D'siP2x= 0
2D’ =sin2cosX

1 sin 2 1
I i I T
D' = Ssinxcosx, C D o 2sm22x

. : . . 1 . . 1-cos&
sin20 = 2sina cosa, cosr =1—2sirfa = Sin2XCos &= sin4x, S|n22x:T

17 . 1 1 . 1
C= —é/sm22xdx_zf/(cos4<—l) dx = ES'MX_Z,X’

1. 1. 1
D= é/sm &cosXdx = Z/smélxdx: —Ecos4<
(jeweils nur spezielle Losung gesucht, siehe oben!)

Spezielle Lésung der inhomogenen Differenzialgleichung:
1 . 1 1 . 1, . . 1
y= 1—63|n 4XCOS X——XCO0S 2(—1—60034<S|n X= 1—6(S|n 4XCc0oS X—Ccos4&sin 2() — ZxcosQX

4
1 . 1 1 . 1
= Esm(4—2)x— Zxcoszx_ Esm2x— Zxcoszx

Addiert man zu der gefundenen speziellen Losung der inhoergBifferenzialgleichung die
allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichunggrgibt sich die allgemeine L6-
sung der inhomogenen Differenzialgleichung

1 . 1 . 1 .
Yinhom(X) = 1—6st<— ZxcosB<+Ccosz<+ Dsin2 = —ZXCOSB(—I—CCOSB(—I— Esin2.



