Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 21.53

Ldsen Sie die folgenden inhomogenen Differenzialgleigfammit konstanten Koeffizienten:

a) y'—3y +2y =€,
b) y' -3y +2y=¢"
Yy -2y +y=¢,
d) y' -2y +y=e*

e)y’+16y=3sinX !

Losung:

a) homogene Dgly’—3y +2y=0, A2—3) +2=0, Al/zzgiw/%—%i:l;% Yhom= Ae"+Be>

inhomgene Dgl.: Exponential- und Winkelfunktionen (undyidome) haben die Eigenschatft,
dass sie beim Differenzieren (im Prinzip) in sich selberrgbken. Deshalb kann man bei
linearen Differenzialgleichungemit konstanten Koeffizienten eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung in Form der rechten Sesigliedansat? suchen. Zu der so er-
mittelten Lésung wird die allgemeine Losung der homogenkeicBung addiert, so dass man
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung erhalt.

Ansatz hier:y=Ce¥, y =3Ce¥, y’'=9Ce¥,
y/ -3y +2y=9Ce¥*—9Ce> 4 2Ce>* = 2Ce¥>* =¥, cz%
spez. Lsg. d. inhom. Dgly:%e:”x, allg. Lsg. d. inhom. DgI.y:AeX+Be2X+%e3X
b) homogene Dgl.: wie bei a)nom=Ae*+Be
inhomgene Dgl.: Wahlt man analog a) den AnsatzCe*, so ergibt sich wegep=y =y’
y’'—3y' +2y=0, so dasy’—3y +2y=¢€* nicht erfiillbar ist. Das war auch zu erwartetwear
ja schon als Loésung der homogenen Differenzialgleichutkgutvet.

Es handelt sich um deResonanzfall Die rechte Seite ist Losung der homogenen Differen-
zialgleichung. In diesem Fall muss man den Ansatz in Fornretdrten Seite mik multipli-
zieren, d.h. in unserem Falle als AnsatzCxe* verwenden. Ist die rechte Seite eine Losung
der homogenen Differenzialgleichung, die zu einenfachen Eigenwert des charakteristi-
schen Polynoms gehdrt, so muss die Multiplikation xdierfolgen.

Ansatz: y=Cxe*, y =Ce*+Cxe*, y' =2Ce*+Cxe",
Yy’ — 3y +2y= 2Ce*+Cxe“—3Ce*— 3Cxe“+2Cxe" = —Ce¥ =€, C=—1

spez. Lsg. d. inhom. Dgly= —xe¥, allg. Lsg. d. inhom. Dgl.y=Ae*+Be* — xe*
c) homogene Dgly’ —2y+y=0, A2—2A +1= (A —1)=0, A1/2=1 (innere Resonanz),
Yhom= A"+ Bxe*

inhomogene Dgl.: Rechte Seitéist Lésung der homogenen Dgl., die zum 2—fachen EW 1
gehort, deshalb kommt wed€e* nochCxe* als Ansatz in Frage *anuss fur den Ansatz mit
x? multipliziert werden!

Ansatz: y=Cx2e*, y =2Cxe*+Cx2eX, y' = 2Ce*+2Cxe* +2Cxe‘+Cx2€,
Y/ — 2y +y=2Ce +4Cxe*+Cx2e* — ACxe" — 2C X2+ CxPe¥ = 2Ce‘ =€, cz%

spez. Lsg. d. inhom. Dgly.:% %X, allg. Lsg. d. inhom. Dgl.y:Ae?‘—l—Bxe?(—i—%xze?‘
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d) homogene Dgl.: wie bei ¢)yom=Ae‘+Bxe*
inhomogene Dgl.: Rechte Seit&ést keine Lésung der hom. Dgl., also keine Resonanz.

Ansatz:yy=Ce?, y =2Ce?, y’'=4Ce?,
y'—2y +y=4Ce* - 4Ce?+-Ce>*=Ce*=e*, C=1

spez. Lsg. d. inhom. Dgly=¢€%, allg. Lsg. d. inhom. Dgl.y=Ae*+Bxe* + e

e) homogene Dgly’+16y=0, A24+16=0, A =+4i, Yhom=Ac0S&+Bsin4x
inhomogene Dgl.: Rechte Seite 3ski&t keine Losung der hom. Dgl., also keine Resonanz.

Ansatz: y=CcosX+Dsin2, y = —2Csin+2Dcos X, y’' = —4Ccos X—4Dsin 2,
y’+16y = —4C cos X—4D sin +16C cos X+16sin X 1
=12CcosX+12DsinX =3sin%, 12C=0,C=0, 12D=3, D:Z,

Bemerkung: Hier fallt zwar cos® aus dem Ansatz heraus, sobald aber sowohl gerade
als auch ungerade Ableitungen in der Gleichung vorkommesrden un-
bedingt beide Winkelfunktionen ben6étigt!

. 1. . . 1.
spez.Lsg.lnhom.Deg:Zst(, aIIg.Lsg.lnhom.Dgl.y:Acos4<+Bsm4x+Zsm&



