Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 21.51

Lésen Sie die folgenden inhomogenen Differenzialgleigaimmit konstanten Koeffizienten:

a) y' — 4y + 3y = xe™,

b) y'—4y +3y = 2¢,

c) Y —2y +y=xe,

d) y' —3y +2y = 2¢€,

e)y' — 4y = 8x3,

)y —2y =x2—x!
Losung:

Da es sich um eine lineare Differenzialgleichungen handgit

allg. Lsg. d. inhomog. Dgk= spez. Lsg. d. inhomog. Dgl- allg. Lsg. d. homog. Dg‘.

Die homogene Differenzialgleichungvird mit dem Ansatz=e** geldst, s. z.B. Aufgab21.36
gelost.

Die inhomogene Differenzialgleichungkann dann mit dem Ansatz der Variation der Konstanten
gelost werden. Fur Gleichungen héherer als 1. Ordnungestidi Allgemeinen sehr aufwéandig
(s. z.B. Aufgabe21.6Q Alternativ bei speziellen rechten Seiten:

Lésungsansatz in Form der rechten Seite (,Stoérgliedansaty

rechte Seite: Ph(x) e Ansatz: Qn(x) e
T T
Polynomn-ten Grades beliebiges Polynawien Grades
Pa(x)e™*(AcosBx+ BsinpXx) Qn(x)e*(Ccospx+ Dsinpx)

Resonazfall:Ist dasA (bzw. a+gi) auf der rechten Seitiefache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms der homogenen Differenzialgleichung, so ist dgegebene Ansatz mit zu multi-
plizieren. (Dies schliel3t den Fall, das%keine, das heildt eine O-fache Nullstelle des charakteris-
tischen Polynoms ist, mit ein: In diesem Fall ist der angegebAnsatz mix° zu multiplizeiren,

d.h. so zu verwenden, wie er ist.)
a) homogen: y’'—4y +3y=0,
y=eX A%—4A+3=0, Ayp=2+v4-1= {3

L Yhom(X) = Ae®4-Be¥

inhomogen: y’ —4y +3y=9xe™ =Py (x) X,
Pi(X)=9x, A =4 (keine NS d. char. Pol— keine Resonanz Qi(x)=Cx+D
Ansatz: y(x) = (Cx+D) &,
Y (X) =Ce*+4(Cx+D) €% = (4Cx+C+4D) e¥,
y'(X) = 4Ce™4-4(4Cx+C+4D) €™ = (16Cx+8C+16D) e*
y'—4y +3y=(16Cx+8C+16D) €X—4(4Cx+C+4D)e* +3(Cx+D) e
= (3Cx+4C+3D) e™ = 9xe™

Koeffizientenvergleich: x: 3C =9, C=3
4
1: 4C+3D =0, D:—:—%C:—4
spezielle Losung der inhomogenen Dgl(x) = (3x—4) e*

allgemeine Losung der inhomogenen Dgkinom(X) = (3x—4) €™ + Ae>*+Be*
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b) homogen: y’—4y' +3y=0 wie bei a): A1/, = {i . Yhom(X) =Ae>+Be*

inhomogen: y’ —4y +3y=2e=Py(x) "X,

Po(X)=2, Qo(x)=C, A=1: einf. NS d. char. Pol— Resonanz, Multipl. des Ansatzes mit

Ansatz: y(x) =xQu(X) €*=Cx€*, y(x)=(C+Cx)€e*, y’(x)=(2C+Cx)€*

y'—4y +3y=(2C+Cx) €*—4(C+Cx) €'+3Cxe=—-2Ce*¥=2& — C=-1

spezielle Lésung der inhomogenen Dgf(x) = —xe€*

allgemeine Lésung der inhomogenen Dglghom(X) = —x&‘ 4+ Ae>*+BeX = (B—x) € + Ae™
c) homogen: y’'—2y +y=0,

y=e", A2-22+1=(A-1)°=0, Ay,=1 (doppelte NS) Ynom(X)=(A+BX)€

inhomogen: y’—2y +y=xe =Py (x) "X,

Pi(X)=X, A =2 (keine NS d. char. Pol— keine Resonanz Qi(x)=Cx+D

Ansatz: y(x) = (Cx+D) &,
Yy (X) =Ce®+2(Cx4-D) € = (2Cx+C+2D) €,
y'(X) = 2Ce”4-2(2Cx+C+2D) €* = (4Cx+4C+4D) e

y'—2y +y=(4Cx+4C+4D) e —2(2Cx+C+2D)e* +(Cx+D) e~
= (Cx+2C+D) e =xeX

Koeffizientenvergleich: x: C =1, Cc=1
1: 2C+D =0, D=-2C=-2

spezielle Lésung der inhomogenen Dgl(x) = (x—2) e
allgemeine Losung der inhomogenen Dghinom(X) = (X—2) €+ (A+Bx) &

d) homogen: y’—3y +2y=0,
y=eM A2-3)4+2=0, A1jp= gi 491_?1: gi% = {; . Yhom(X) =A&*+Be™
inhomogen: y’ —3y +2y=2e=Py(x) e,
Po(X)=2, Qo(x)=C, A=1: einf. NS d. char. Pol— Resonanz, Multipl. des Ansatzes mit
Ansatz: y(x) =xQp(x) e*=Cxe*, y(x)=(C+Cx)€*, y'(x)=(2C+Cx)¢e*
y’'—3y +2y=(2C+Cx) &—3(C+Cx) &+ 2Cxe* = —Ce¥ =2& —> C=-2
spezielle Losung der inhomogenen Dgf(x) = —2x¢€*
allgemeine Lésung der inhomogenen Dflphom(X) = —2x€*+ Ae*+Be> = (A—2x) €4 Be

e) homogen: y'—4y=0, y=e*, A?2—4=0, A;p;=%2, Yhom(X)=Ae?>+Be >
inhomogen: y’ —4y=8x3 = 8x3e™ =P;(x) e*X,
P3(x)=x3, A =0 (keine NS d. char. Pol— keine Resonanz Qs(x)=Cx3+Dx?+Ex+F
Ansatz: y(X) =Cx+Dx?+Ex+F, y(x)=3Cx+2Dx+E, y’(x)=6Cx+2D
y' —4y=6Cx42D —4(CxX+Dx?+Ex+F) = —4Cx3 —4Dx?4 (6C—4E)x+ (2D — 4F ) = 8x°
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Koeffizientenvergleich: x3: —4C =38 C=-2
X2 : -4D=0 D=0
X: 6C—4E=0 E:SC:—S’,
1: 2D-4F =0 F:g:o

spezielle Lésung der inhomogenen Dgl(x) = —2x° — 3x
allgemeine Lésung der inhomogenen Dggnom(X) = —2x% — 3x4 Ae®+Be™ %
0
2 )
inhomogen: y'—2y =x2—x=P,(x) "%, Py(X)=x>—X, Qz(X)=Cx?+Dx+E,

A =0: einf. NS d. char. Pol— Resonanz, Multipl. des Ansatzes mit
Ansatz: y(x) =xQ(X) =CxC+Dx?*+Ex, Y (x)=3Cx+2Dx+E, y’(x)=6Cx+2D
y'—2y =6Cx+2D —6CxX°2 —4Dx—2E = —6Cx°+(6C—4D)x+ (2D —2E)

f) homogen: y'—2y' =0 y=¢e*, A2—2A =A(A—2)=0, )\1/2:{ Yhom(X) = A+BeX

. . 1
Koeffizientenvergleich: x2: —-6C= 1 C:_é
6. 1
. 6C-4D=-1 D=-C+>=0
X 4-"s
1: 2D-2E= O E=D=0
1

spezielle Lésung der inhomogenen Dgy(x) = 5

. . 1
allgemeine Losung der inhomogenen Dggnom(X) = _5X3+A+ BeX



