
Aufgabe 21.50

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Wir betrachten eine Volkswirtschaft. Seit ≥ 0 die Zeit,y(t) das Volkseinkommen,c(t) der
Konsum undi(t) die Investitionen. Dann lautet das Wachstumsmodell für dasVolkseinkom-
men nach Boulding:

y(t) = c(t)+ i(t)
c(t) = α +βy(t) α ≥ 0, 0< β < 1
y′(t) = γ i(t) γ > 0
y(0) = y0

a) Welche Bedeutung haben die Parameterα, β , γ undy0 ?
b) Ermitteln Siey(t) !
c) Unter welchen Bedingungen wächst, unter welchen Bedingungen sinkty(t) ?

Hinweis: y0−
α

1−β
=

y(0)− c(0)
1−β

d) Ermitteln Sie für den Fall, dassy(t) sinkt, wann überhaupt nichts mehr konsumiert werden
kann!

(nach Nollau, V.: Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler. Teubner. 3. Aufl. 1999, S. 190f.)

Lösung:

a) α: einkommensunabhängiger Konsum
β : (relativer) Anteil des Volkseinkommens, der einkommensabhängig konsumiert wird
γ: Die Investitionen sollen Einkommen sichern. Istt die Zeit in Jahren undγ die Rendite der

Investitioni(t) (effektive Verzinsung des investierten Kapitals), so gilt

y′(t) = lim
∆t→0

y(t+∆t)−y(t)
∆t

≈ y(t+1)−y(1) = γ i(t)
∆t=1

Modell: y′(t)
︸︷︷︸

= γ
︸︷︷︸

i(t)

Änderung Verzinsung
des Einkommens des investierten Kapitals

y0: Volkseinkommen zu Beginn der Betrachtung:y(0)=y0: Anfangsbedingung

b) i(t) = y(t)−c(t) = y(t)−α −βy(t) = (1−β )y(t)−α
y′(t)=γ(1−β )y(t)− γα
y(0)=y0

}

AWA

homogene Dgl.:
dy
dt

= γ(1−β )y(t),
dy
y

= γ(1−β )dt, lny= γ(1−β )t+ lnC,

yhom(t) =Ceγ(1−β )t

inhomogene Dgl.: Ansatz: Variation der Konstanten:y(t) =C(t)eγ(1−β )t

y′(t) =C′(t)eγ(1−β )t +C(t)γ(1−β )eγ(1−β )t = γ(1−β )C(t)eγ(1−β )t −αγ

C′(t) =−αγ e−γ(1−β )t , C(t) =
−αγ

−γ(1−β ) t
e−γ(1−β )t +D =

α
1−β

e−γ(1−β )t +D

y(t)
︸ ︷︷ ︸

=
α

1−β
︸ ︷︷ ︸

+ Deγ(1−β )t
︸ ︷︷ ︸

allg.Lsg. spez.Lsg. allg.Lsg.
inhom.Dgl. inom.Dgl. hom.Dgl.

AB: y(0) =
α

1−β
+D = y0 −→ D = y0−

α
1−β
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Lösung der AWA: y(t) =
α

1−β
+

(

y0−
α

1−β

)

eγ(1−β )t

c) Wegenγ >0, β <1 ist eγ(1−β )t monton wachsend.

=⇒ y(t) wächst für y0−
α

1−β
> 0,

fällt für y0−
α

1−β
< 0.

Es gilt y0−
α

1−β
= y(0)−

c(0)−βy(0)
1−β

=
y(0)−y(0)β−c(0)+βy(0)

1−β
=

y(0)−c(0)
1−β

(wurde

als Hinweis gegeben). Wegen 1−β >0 heißt das:
Ist der Konsum kleiner als das Einkommen (y(0)−c(0)>0), so wächst das Einkommen,
ist der Konsum größer als das Einkommen (y(0)−c(0)<0), so sinkt das Einkommen.

d) Das Ergebnis von c) ist eine Binsenweisheit. Man kann abermit Hilfe des Modells auch
vorhersagen, wann überhaupt nichts mehr zum Konsum zur Verfügung steht (d.h. auch die
Substanz verbraucht ist), wenn mehr konsumiert als eingenommen wird. Das ist dann der
Fall, wenn c(t) = α +β y(t) = 0 ist. Diese Gleichung muss nacht aufgelöst werden:

α +
βα

1−β
+β

(

y0−
α

1−β

)

eγ(1−β )t = 0

α +
βα

1−β
=

α−αβ +βα
1−β

=
α

1−β
= β

(
α

1−β
−y0

)

︸ ︷︷ ︸

eγ(1−β )t

> 0, da das Einkommen sinkt, siehe c)

α
1−β

β
(

α
1−β

−y0

) = eγ(1−β )t
, t =

1
γ(1−β )

ln

α
1−β

β
(

α
1−β

−y0

)


