Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfihrlichheLdsungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 21.36

Lésen Sie die folgenden homogenen Differenzialgleichanmgi konstanten Koeffizienten:

a)y’'—4y +3y=0,

b) y' —4y +13y=0,
c)y”—6ey’'+12/ —8y=0,
d) y — 16y =0,

e)y® -8y’ +16y=0!

Losung:

Lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffian:
Ableitungen nur durch Addition und Multiplikation mit Kotenten verknupft:

ay™ +a™ Y 4. L ay +agy=c(x), homogen, falls kein absolutes Glied, dctx) =0.
Ansatz fiir homogene Differenzialgleichung=¢"*, y =A&"*, y' =226, ...y =)

Einsetzen in homogene Differenzialgleichun@A"+ - - + aiA +ap) e =0 —
anA"+---+a1A +ag: Gesucht sind die Nullstelleh dieses ,charkteristischen Polynoms*

Ist A Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so/i$ieéne spezielle Lésung der homogenen
Differenzialgleichung. Eine homogene lineare Differatgieichungn—ter Ordnung hah line-

ar unabhangige Loésungen, die allgemeine Lésung ergibtdiicth Linearkombination dieser
LOosungen.

Das charakteristische Polynom meltlullstellen. Probleme gibt es, wenn die Nullstellen kormple
oder/und mehrfach sind.

a) charakteristische Gleichund® —4A +3=0, Ay2=2+v4-3=3;1, y(X)= Ae> + Be*
(allg. Lsg. d. hom. Dgl.)

b) A2—4A +13=0, Ayp=2+4-13=2+3i,
allgemeine komplexe Losung(x) = el2t3)x | Bel2-3)x A B beliebig komplex

Suchen allgemeine reelle Losund@&?)* = e (cosBx+ isinBx),
@B — e (cosBx — isinBx)
Wahit manB = A, so entsteht die allgemeine reelle Losung
y(X) = Ce"*cosBx+ De"*sinBx, also:
Zu den Nullstellem = a + i gehdren die speziellen Losungefteosf3x und €*sinBx.

Konkret: y(x) = Ce® cos X+ De?*sin X

C) A3—6A2+124 —8=0, A\y=2, (A3—6A2+120—8): (A —2) =A2—4A +4= (A —2)?
A3_2)2
—4)4+12) -8
—4)%+ 8A
41 —8
41 -8
0

A3—6A2+120 —8=(A—-2)°=0, Ajjp3=2

Ist A n—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, sd sgben & auchxeX,
x2eMX, ..., x"1eMX Losungen der homogenen Differenzialgleichung (,innersdRanz").
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Damit liegenn spezielle Lésungen zu einarfachen Nullstelle vor. Analoges gibt auch bei
komplexen Nullstellen.

Konkret: y(x) = Ae* + Bxe?™ + Cx2e*

d) A1—-16=(A2=4)(A%+4) = (A=2)(A+2)(A —2i)(A+20) =0, Aq/p/3/4 = £2; £2i

Achtung: Zuy gehért im charakteristischen Polynoh und nichtA®. Das wird oft falsch
gemacht, wenn wie hier in der Differenzialgleichung kginorkommt!

y(X) = Ae® + Be 2+ Ccos X+ Dsin %
Probe: y¥ (x) = 16Ae® + 16Be~ >+ 16Ccos X+ 16Dsin2, y¥ —16y=0

€) A*-8A2+16=0, A2,=4+16-16, A*-8A2+16=(A%-4)° = (A—2*(A+2)°,
Mja=2,A34=—2, y(X) = (A+BX)e”+ (C+Dx)e >



