Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 21.11

Zur Untersuchung der zeitlichen Entwicklung des Ausstagtton Haushalten mit Fernsehern
soll der Einfachheit halber angenommen werden, dass destéttisngsgrad maximal 96 %
erreichen kann, 1965 48 % betrug und damals jahrlich um 4,8.¢hs:

Das jahrliche Wachstum der prozentualen Ausstatyungchst mit steigendem Ausstattungs-
grad (je mehr Nachbarn einen Fernseher haben, desto sahwéliman auch einen haben)
und fallt mit zunehmender Sattigung. Deshalb soll angenemwerden, dass es proportional
zuy(96—y) ist. Bestimmen Sie die zeitliche Entwicklung vgmind skizzieren Sie diese!

LOsung:

Fur die Jahreszahlwerde der Einfachheit halber die Substitutioat—1965 eingeftihrt. Fir die
Funktiony(x) liegen dann folgende Angaben vor:

Y(X) ~y(X) (96-y(x)) <= Y(x)=ayx)(96-y(x)), y(0)=48 Yy (0)=

Differenzialgleichung:3—y =ay(96—y)
dy dy
Trennung der Veranderlichen———— = adx, /7 =ax+C
) y(96-y) y(96-y)

(Die beiden Lésungen der Differenzialgleichuyes O undy= 96 sind offensichtlich in der An-

wendungssituation nicht sinnvoll. Weiterhin muss ¥< 96 sein.)
: 1 A B A(96—y) + By
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1=A(96-y)+By= (B-A)y+96A B-A=0, 96A=1 A=B= .

1 dy dy d(96—y B y
ax—i—C—%(/y—i— 96 y) 96< 96—y ) (Iny IN(96—y))= %In%_y

(Betragsstriche missen beim Logarlthmus wegely& 96 nicht gesetzt werden.)
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E= ) >0 (allgemeine Losung der Dgl.)

An sich ist bei Differenzialgleichungen 1. Ordnung nur efkr@angsbedingung erfullbar. Hier
liegen zwei Anfangsbedingungen vor. Diese werden bendatagauch der Proportionalitatsfaktor
anoch unbekannt ist.
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Der prozentuale Ausstattungsgrad entwickelt sich alsh 1yéx) = 1ie 0%~ 1o 021 1965
e 02t

Offensichtlich gilt Xﬂinmy(x) =0 und Xi@y(x) = 96.
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Die Entwicklung des Ausstattungsgrades wird
also durch eine logistische Funktion beschrie-
ben, vgl. Aufgabel2.146 Die hier behan-
delte Funktion wird auch in Aufgab&2.148
diskutiert. Logistische Funktionen beschrei-
ben Sattigungsprozesse, bei denen eine Groélie
einen bestimmten Séattigungsgrad nicht tber-
schreiten kann. Anwendungsbeispiele dafur
sind auch die Entwicklung von Populationen
in begrenzten Lebensraumen (s. z.B. Aufgabe
12.147% oder die Sattigung gewisser Substan-
zen in Lésungen.
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