Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 20.76

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Substitution=arcos¢, y=brsing das Integral[[ zdxdy

. . X2y 7 S
Uber der Oberseite des oberen Halbelllpsogisir?Jr? =1

b) Wenden Sie auf das berechnete Integral den GauRschgralstdz an und geben Sie mit

2
Hilfe des Ergebnisses das Volumen des EIIipsoggSA— é + 2= 1 an!

LOosung:
YR
a) Projektion des oberen Halbellipsoffiauf diex-y-Ebene ist die Elllpse— + = 2 =1,
hierfiir Substitution x = arcos¢ x2 Y _ar’cos ¢ b2r25|n2¢ 2
y=Dbrsing b2 a2 b2
0<r<i, O§¢<2n
NV
AufS Z=¢2 (1—?—§) =c*(1-r?),
z=cV1-r2 wegenz>0 (Nehmen ana,b,c>0.).
a(Xy) | x x| |acosp —arsing | . B
30.0) = | i v bsing  brcosp — abr(cos ¢ +sir?¢) = abr
2l 2l
jjzdxdy //C\/l r2 abrdrd¢ = abc//\/l rerdrdg = 2nabc/\/1 r2rdr
2321
= —7Tabc/\/1—r2 d(1-r?) = bt - 2 e
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(Substitutiont =1-r2 dt=—2rdr, —=

1 2 y
2dt_—§d(1—r )=rdr ausgefuhrt)

b) SeiB das obere Halbellipsoid (Korpei$,(wie oben) die Oberseite seiner oberen Deckflache

und S die Unterseite seiner Grundflache (Ellipse in dey—Ebene). Dann gilt nach dem
Gaul3schen Integralsatz
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(Man kann auch mit dem Bereichsintegral argumentlererﬁ@aie Projektion vorSauf die
x-y—Ebene ist, gilff zdxdy= [[zdxdy=Volumen zwischex—y—Ebene und.)
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.. 4 . 4
Volumen des Elllpsmds::—gnabc (Spe2|alfall Kugela=b=c, Volumen—na3)
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