
Aufgabe 20.76

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Substitutionx= arcosϕ, y= brsinϕ das Integral
s
S

zdxdy

über der Oberseite des oberen Halbellipsoids
x2

a2+
y2

b2+
z2

c2 =1 !

b) Wenden Sie auf das berechnete Integral den Gaußschen Integralsatz an und geben Sie mit

Hilfe des Ergebnisses das Volumen des Ellipsoids
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 an!

Lösung:

a) Projektion des oberen HalbellipsoidsSauf diex-y-Ebene ist die Ellipse
x2

a2 +
y2

b2 = 1,

hierfür Substitution x= arcosϕ
y= brsinϕ

}

−→ x2

a2 +
y2

b2 =
a2r2cos2 ϕ

a2 +
b2r2sin2 ϕ

b2 = r2

0≤ r ≤ 1, 0≤ ϕ < 2π

Auf S: z2 = c2
(

1− x2

a2 −
y2

b2

)

= c2(1− r2),

z= c
√

1− r2 wegen z≥ 0 (Nehmen an:a,b,c>0.).
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(

Substitutiont=1−r2, dt=−2r dr, −1
2

dt=−1
2

d(1−r2)= r dr ausgeführt.
)

b) SeiB das obere Halbellipsoid (Körper),S (wie oben) die Oberseite seiner oberen Deckfläche
und S−E die Unterseite seiner Grundfläche (Ellipse in derx–y–Ebene). Dann gilt nach dem
Gaußschen Integralsatz
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(Man kann auch mit dem Bereichsintegral argumentieren: DaSE die Projektion vonSauf die
x–y–Ebene ist, gilt

s
S

zdxdy=
s
SE

zdxdy=Volumen zwischenx–y–Ebene undS.)

Volumen des Ellipsoids:
4
3

πabc
(

Spezialfall Kugel:a=b=c, Volumen
4
3

πa3)
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