
Aufgabe 20.70

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Gegeben sei die Kugelx2+ y2+ z2 = a2. Als obere bzw. untere Halbkugel sollen die Tei-
le der Kugel bezeichnet werden, für diez≥ 0 bzw. z≤ 0 gilt. Berechnen Sie das Integrals
S

xdydz+ydzdx+zdxdy

a) über der Oberseite der oberen Halbkugel,
b) über der Oberseite der unteren Halbkugel,
c) über der Unterseite der unteren Halbkugel,
d) über der Außenseite der Kugel!

Lösung:

a) z(x,y) =
√

a2−x2−y2, da z≥ 0
B: Projektion vonS in diex–y–Ebene.
Fürz=0 ergibt sichx2+y2=a2: Kreis mit Radiusa um den Koordinatenursprung.
B= {(r,ϕ) : 0≤ r≤a, 0≤ϕ <2π}x
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b) z(x,y) =−
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a2−x2−y2, da z≤ 0x
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(

über Oberseite der unteren Halb-
kugel (Das ist die nach oben zeigen-
de Seite, nicht die Außenseite!)

)

c) Das Oberflächenintegral 2. Art ändert beim Übergang zur anderen Seite sein Vorzeichen, alsox

S−

xdydz+ydzdx+zdxdy= 2πa3.

d) Die Außenseite der Kugel setzt sich zusammen aus der Oberseite der oberen Halbkugel und
der Unterseite der unteren Halbkugel.−→ 4πa3
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