
Aufgabe 20.58

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Berechnen Sie die Integrale

a)
∫∫

S
z
√

x2+y2+1 ds und

b)
∫∫

S
xdydz+xydzdx+yzdxdy

über der FlächeS= {(x,y,z) : z= xy, 0≤ y≤ x, 0≤ x≤ 1} !

Lösung:

OberflächenintegraleanalogKurvenintegralen

Oberflächenintegral 1. Art (über Fläche): wie
s
B

f (x,y)db Integral über einer Fläche,

aber nicht mehr über einer ebenen Fläche,
sondern über einer (i.A.) gekrümmten FlächeS im Raum
s
S

f (x,y,z)ds= lim
∆s→0

∑ f (x,y,z) |∆s|

(∑ Funktionswert mal Flächeninhalt eines kleinen Oberflächenstücks)

Oberflächeninhalt:A= lim
∆s→0

∑ |∆s|=
s
S

ds,

Masse der Oberfläche:m= lim
∆s→0

∑ρ(x,y,z) |∆s|=
s
S

ρ(x,y,z)ds

Für FlächeSbeschrieben durchz= ϕ(x,y), B: Projektion der FlächeS in diex–y–Ebene:
s
S

f (x,y,z)ds=
s
B

f (x,y,ϕ(x,y))
√

1+(ϕx(x,y))
2+(ϕy(x,y))

2 db

=
s
B

f (x,y,z)
√

1+z2
x+z2

y db

Oberflächenintegral 2. Art (über Projektion auf Koordinatenebenen)

x

S





P(x,y,z)
Q(x,y,z)
R(x,y,z)



 ·





dydz
dzdx
dxdy



=
x

S

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy

(z.B. Durchfluss (skalare Größe)= Geschwindigkeit·durchflossene Fläche,
Skalarprodukt „über kleine Flächenstückchen aufaddiert“−→ Integral)

Für FlächeSbeschrieben durchz= ϕ(x,y), B: Projektion der FlächeS in diex–y–Ebene:s
S

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy

=
s
B

[

−P(x,y,ϕ(x,y))ϕx(x,y)−Q(x,y,ϕ(x,y))ϕy(x,y)+R(x,y,ϕ(x,y))
]

dxdy

=
s
B

[

−P(x,y,z)zx−Q(x,y,z)zy+R(x,y,z)
]

dxdy

Merkstoff zu Oberflächenintegralen

http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Sammlung/Aufgabensammlung.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Sammlung/Aufgabensammlung.pdf#page=2
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a) Oberflächenintegral 1. Art

GrundflächeB= {(x,y) : 0≤ y≤ x, 0≤ x≤ 1}
x

S

z
√

x2+y2+1ds=
x

B

z
√

x2+y2+1
√

1+z2
x+z2

y dxdy=

x

B

xy
√

x2+y2+1
√

1+y2+x2 dxdy=

1
∫

0

x
∫

0

xy(1+x2+y2)dydx

=

1
∫

0

x
∫

0

(xy+x3y+xy3)dydx=

1
∫

0

[

x
y2

2
+x3y2

2
+x

y4

4

]x

0
dx=

1
∫

0

(
x3

2
+

x5

2
+

x5

4
)dx=

1
∫

0

(
x3

2
+

3
4

x5)dx=
x4

8
+

3
24

x6
∣

∣

∣

∣

1

0
=

1
8
+

1
8
=

1
4

b) Oberflächenintegral 2. Artx

S

xdydz+xydzdx+yzdxdy=
x

B

(−xzx−xyzy+xy2)dxdy=

x

B

(−xy−x2y+xy2)dxdy=

1
∫

0

x
∫

0

(−xy−x2y+xy2)dydx=

1
∫

0

[

−x
y2

2
−x2y2

2
+x

y3

3

]x

0
dx=

1
∫

0

(−
x3

2
−

x4

2
+

x4

3
)dx=

1
∫

0

(−
x3

2
−

x4

6
)dx=

−
x4

8
−

x5

30

∣

∣

∣

∣

1

0
=−

1
8
−

1
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=−
15+4
120

=−
19
120


