
Aufgabe 20.54

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Die KurveC verbinde die Punkte(0,0) und (0,2). Sie verlaufe vom Koordinatenursprung
zunächst längs derx–Achse bis zum Punkt(2,0) und dann längs des Kreises mit Radius 2 um
den Koordinatenursprung zum Punkt(0,2).

a) Die Kurve sei mit Masse der Dichteρ(x,y)=1+
√

x2+y2 belegt. Berechnen Sie die Masse
und den Schwerpunkt!

b) Welche Arbeit ist erforderlich, um einen Punkt der Masse 1in dem Kraftfeld~F1(x,y)=
(

2xy
y2+2

)

aufC von (0,0) nach(0,2) zu bewegen? Argumentieren Sie, wenn das möglich

ist, sowohl mit dem Kurvenintegral als auch mit dem Potenzial des Kraftfeldes!

c) Beantworten Sie die bei b) gestellte Frage für das Feld~F2(x,y)=

(

2xy
x2+2

)

!

Lösung:

a)

x1 2xS

y

1

2

yS

längsx–Achse:
ρ(x,y)=1+

√
x2+02=1+x

längs Kreis:
ρ(x,y)=1+2=3

Parameterdarstellung des Viertelkreises:

x=2cosϕ, y=2sinϕ, 0≤ϕ ≤ π
2
, dl =

√

ẋ2+ẏ2dϕ =2dϕ

m=

∫

C

ρ(x,y)dl =

2
∫

0

(1+x)dx+

π/2
∫

0

3 ·2dϕ =

[

x+
x2

2

]2

0
+
[

6ϕ
]

π
2

0

= 4+3π ≈ 13.42

My,1 =
∫

C

xρ(x,y)dl =

2
∫

0

(x+x2)dx+

π/2
∫

0

2cosϕ ·3 ·2dϕ

=

[

x2

2
+

x3

3

]2

0
+
[

12sinϕ
]

π
2

0
= 2+

8
3
+12=

50
3

Mx,1 =
∫

C

yρ(x,y)dl =

2
∫

0

0(1+x)dx+

π/2
∫

0

2sinϕ ·3 ·2dϕ =
[

−12cosϕ
]

π
2

0
= 12

Also ist der Schwerpunkt(xS,yS) =

(

50/3
4+3π

,
12

4+3π

)

≈ (1.24,0.89).

b) Längs des Geradenstücks auf derx–Achse gilty=0 und dy=0. Längs des Viertelkreises gilt
mit obiger Parameterdarstellung dx=−2sinϕ dϕ und dy=2cosϕ dϕ.

W =
∫

C

~F1(~x) ·d~x=
∫

C

2xydx+(y2+2)dy=

=

2
∫

0

(0dx+0·0)+
π/2
∫

0

(−2 ·2cosϕ 2sinϕ 2sinϕ dϕ +(4sin2ϕ+2)2cosϕ dϕ)

= 4

π/2
∫

0

cosϕ dϕ −8

π/2
∫

0

sin2ϕ cosϕ dϕ = 4

π/2
∫

0

cosϕ dϕ −8

π/2
∫

0

sin2ϕ dsinϕ

=
[

4sinϕ
]π/2

0
−
[

8
3

sin3ϕ
]π/2

0
= 4− 8

3
=

4
3
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Ein Potenzial existiert genau dann, wenn
∂P
∂y

=
∂Q
∂x

gilt. Für das betrachtete Feld gilt aber

∂ (2xy)
∂y

=2x 6== ∂ (y2+2)
∂x

=0. Also ist das Feld nicht konservativ und die Arbeit kann nicht

als Potenzialdifferenz ermittelt werden.

c) W =

∫

C

~F2(~x) ·d~x=
∫

C

2xydx+(x2+2)dy=

=

2
∫

0

(0dx+0·0)+
π/2
∫

0

(−2 ·2cosϕ 2sinϕ 2sinϕ dϕ +(4cos2 ϕ+2)2cosϕ dϕ)

=−16

π/2
∫

0

sin2ϕ cosϕ dϕ +4

π/2
∫

0

cosϕ dϕ +8

π/2
∫

0

cos2ϕ cosϕ dϕ

=−16

π/2
∫

0

sin2ϕ cosϕ dϕ +4

π/2
∫

0

cosϕ dϕ +8

π/2
∫

0

(1−sin2ϕ) cosϕ dϕ

= 12

π/2
∫

0

cosϕ dϕ −24

π/2
∫

0

sin2 ϕ cosϕ dϕ = 12

π/2
∫

0

cosϕ dϕ −24

π/2
∫

0

sin2 ϕ dsinϕ

=
[

12sinϕ
]π/2

0
−
[

8sin3 ϕ
]π/2

0
= 12−8= 4

Hier gilt nun
∂ (2xy)

∂y
=2x==

∂ (x2+2)
∂x

, das Feld ist also konservativ.

∂U
∂x

= 2xy, U(x,y) =
∫

2xydx+C(y) = x2y+C(y),

∂U
∂y

= x2+C′(y) = x2+2, C′(y) = 2, C(y) = 2y+D, Potenzial:U(x,y) = x2y+2y+D

Die Arbeit erhält man als PotenzialdifferenzW =U(0,2)−U(0,0) = 4+D−D = 4.


