
Aufgabe 20.51

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

SeienC1 bzw.C2 die in der oberen Halbebene gelegene Bogenstücke des Kreises mit Radius√
2 um den Koordinatenursprung von(−1,1) nach(1,1) bzw. von(1,1) nach(−1,1).

a) Berechnen Sie
∫

C1

ydl und
∫

C2

ydl !

b) Berechnen Sie
∫

C1

dx+ydy und
∫

C2

dx+ydy !

c) Welche Arbeit ist erforderlich, um einen Punkt der Masse 1in dem Kraftfeld~F(x,y) =
(

1
y

)

auf C1 von (−1,1) nach(1,1) bzw. aufC2 von (1,1) nach(−1,1) zu bewegen?

Argumentieren Sie, wenn das möglich ist, sowohl mit dem Kurvenintegral aus auch mit
dem Potenzial des Kraftfeldes!

d) Berechnen Sie die Masse und den Schwerpunkt des mit Masse der Dichteρ(x,y) = y
belegten BogenstücksC1 bzw.C2 !

Lösung:

Parameterdarstellung des Kreises mit Radius
√

2 um den Koordinatenursprung:

x(t) =
√

2cost, y(t) =
√

2sint, Punkt(−1,1): t =
3π
4

, Punkt(1,1): t =
π
4

a) Bogendifferenzial: dl =
√

ẋ2+ ẏ2 |dt|=
√

(−
√

2sint)
2
+(

√
2cost)

2 |dt|=
√

2|dt|
∫

C1

ydl =

π/4
∫

3π/4

√
2sint

√
2|dt|= 2

π/4
∫

3π/4

sint (−dt) = 2cost |π/4
3π/4

= 2

(

cos
π
4
−cos

3π
4

)

= 2

(

1√
2
− (− 1√

2
)

)

= 2
√

2

Soll der Bogen in Richtung wachsenden Parameters durchlaufen werden, könnte man z.B. die
Parameterdarstellungx(t) = −

√
2cost, y(t) =

√
2sint wählen, der Punkt(−1,1) entspricht

dann dem Parameterwertt = π/4, der Punkt(1,1) dem Wertt = 3π/4. Weiterhin gilt dann
dl =

√
2dt und damit

∫

C1

ydl =

3π/4
∫

π/4

√
2sint

√
2dt = 2

3π/4
∫

π/4

sint dt = −2cost |3π/4
π/4

=−2

(

cos
3π
4

−cos
π
4

)

=−2

(

− 1√
2
− 1√

2

)

= 2
√

2.

Bezüglich
∫

C2

ydl verbleiben wir bei der ersten (allgemein üblichen) Parameterdarstellung des

Kreises. Die Rechnung ist dann die gleiche wie die gerade vorgeführte:

∫

C2

ydl =

3π/4
∫

π/4

√
2sint

√
2dt = 2

3π/4
∫

π/4

sint dt = −2cost |3π/4
π/4

=−2

(

cos
3π
4

−cos
π
4

)

=−2

(

− 1√
2
− 1√

2

)

= 2
√

2.

Das Kurvenintegral 1. Art ist unabhängig von der Durchlaufrichtung der Kurve.
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b)
∫

C1

dx+ydy=

π/4
∫

3π/4

(−
√

2sint)dt+
√

2sint
√

2cost dt

=
√

2

π/4
∫

3π/4

(−sint)dt+

π/4
∫

3π/4

2sint dsint =
√

2cost
∣

∣

∣

π/4

3π/4
+ sin2 t

∣

∣

π/4
3π/4

=
√

2

(

1√
2
− (− 1√

2
)

)

+
1
2
− 1

2
= 2

∫

C2

dx+ydy=

3π/4
∫

π/4

(−
√

2sint) dt+
√

2sint
√

2cost dt

=
√

2

3π/4
∫

π/4

(−sint)dt+

3π/4
∫

π/4

2sint dsint =
√

2cost
∣

∣

∣

3π/4

π/4
+ sin2 t

∣

∣

3π/4
π/4

=
√

2

(

− 1√
2
− 1√

2

)

+
1
2
− 1

2
=−2

Das Kurvenintegral 2. Art hat bei Durchlaufen der Kurve in entgegengesetzter Richtung ent-
gegengesetztes Vorzeichen.

c) Die Arbeit ist das in b) berechnete Integral. Somit ist fürdie Bewegung von(−1,1) nach
(1,1) die Arbeit 2 erforderlich, in umgekehrter Richtung ist die Arbeit−2 erforderlich.

Wegen
∂ 1
∂y

=0=
∂y
∂x

handelt es sich bei~F um ein konservatives Kraftfeld. Das folglich exis-

tierende Potenzial sei mitP(x,y) bezeichnet.

∂P
∂x

=1, P(x,y)=x+C(y),
∂P
∂y

=C′(y)=y, C(y)=
y2

2
+D, P(x,y)=x+

y2

2
+D.

Die Arbeit entspricht der Differenz zwischenP(−1,1)=−1/2+D undP(1,1)=3/2+D. Je
nach Richtung ergibt sich 2 bzw.−2.

d) Masse= Dichte× Bogenlänge:m=
∫

C
ρ(x,y)dl =

∫

C
ydl = 2

√
2 (siehe a))

1. (statisches) Moment= Abstand× Dichte× Bogenlänge:
bezüglichx–Achse:Mx,1 =

∫

C
yρ(x,y)dl , bezüglichy–Achse:My,1 =

∫

C
xρ(x,y)dl

Schwerpunkt:(xS,yS) =

(

My,1

m
,
Mx,1

m

)

Mx,1 =
∫

C

yρ(x,y)dl =
∫

C

y2dl =

3π/4
∫

π/4

2sin2 t
√

2dt =
√

2

3π/4
∫

π/4

2sin2 t dt

cos2t = cos2 t −sin2 t = 1−2sin2 t, 2sin2 t = 1−cos2t

Mx,1 =
√

2

3π/4
∫

π/4

(1−cos2t)dt =
√

2

(

t − sin2t
2

)
∣

∣

∣

∣

3π/4

π/4
=

√
2

(

3π
4

− sin3π
2

2
− π

4
+

sinπ
2

2

)

=
√

2
(π

2
+1
)
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My,1 =
∫

C

xρ(x,y)dl =
∫

C

xydl =

3π/4
∫

π/4

2cost sint
√

2dt =
√

2

3π/4
∫

π/4

2sint dsint

=
√

2sin2 t
∣

∣

∣

3π/4

π/4
=

√
2

(

1
2
− 1

2

)

= 0

Schwerpunkt:

(

My,1

m
,
Mx,1

m

)

=

(

0,

(π
2 +1

)√
2

2
√

2

)

=

(

0,
π
4
+

1
2

)

≈ (0,1.285)


