Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 20.51

SeienC; bzw.C, die in der oberen Halbebene gelegene Bogenstiicke des KmisRadius
v/2 um den Koordinatenursprung v¢a1,1) nach(1,1) bzw. von(1,1) nach(—1,1).

a) Berechnen Sief ydl und [ydl!
C1 G

b) Berechnen Sie[ dx+ydy und | dx+ydy!
o C

c) Welche Arbeit ist erforderlich, um einen Punkt der Massa flem KraftfeldF (x,y) =
( 31/ ) aufCq von (—1,1) nach(1,1) bzw. aufCy, von (1,1) nach(—1,1) zu bewegen?

Argumentieren Sie, wenn das mdglich ist, sowohl mit dem Kuomtegral aus auch mit
dem Potenzial des Kraftfeldes!

d) Berechnen Sie die Masse und den Schwerpunkt des mit MassBichte p(x,y) =y
belegten Bogenstucky bzw.C, !

LOosung:
Parameterdarstellung des Kreises mit Ragjii?sum gen Koordinatenursprung:
X(t) = v2cod, y(t) = v2sint, Punkt(—1,1):t= Z", Punkt(1,1):t = —

a) Bogendifferenzial: ld= /X2 + y2|dt| = \/(—\/isint)2+ (vZcogt)’ |dt| = v/2|t|

/4 /4
/ydl /\/_S|nt\/_|dt\ 2 / sint (— —200$|73T7/T?4
3m/4 3m/4

=2 (cosg— cos%n) =2 (%2 - (—%2)) =22

Soll der Bogen in Richtung wachsenden Parameters duremnauérden, kénnte man z.B. die
Parameterdarstellungt) = —v/2cod, y(t) = v/2sint wahlen, der Punkt—1,1) entspricht
dann dem Parameterwert 11/4, der Punki(1,1) dem Wertt = 3r1/4. Weiterhin gilt dann
dl = +/2at und damit

3m/4 3m/4
[va= | vasmvaa=a [ sna- cos
C /4 /4

=-2 <cos37n— cosg) =2 <_\if2 —~ %2) =2V2.

Beziglich [ ydl verbleiben wir bei der ersten (allgemein tblichen) Parandeirstellung des

C
Kreises. Die Rechnung ist dann die gleiche wie die geradgefohrte:
3m/4 3m/4
/ydl / V2sintv2d =2 / sintdt = —2cost |73T%4
/4 /4

=2 (cos%n— cosg) ( \j_ \/_) =2V2.

Das Kurvenintegral 1. Art ist unabhangig von der Durchletiiung der Kurve.
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/4
b)/dx—i—ydy: /(—\fZSint)dt—i—\stint\chostdt
C1 3m/4 /4 /4 e
:\fZ/(—sint)dtJr / Zsintdsint:\@cost’ Jrsinzt]"/4
3n1/4 3m/4
3m/4 3m/4
1 1 1 1
(-3 2
3m/4
/dx—i—ydy: /(—\fZSint)dt—i—\stint\chostdt
@ /4 3m/4 3m/4
/3 . : . 3m/4 5 3m/4
= 2/(—smt)dt+ / 25|ntdsmt:\f2005t’ +S|n2t]
/4 /4
/4 /4
1 1 1 1
)i
V2 V2] 2 2

Das Kurvenintegral 2. Art hat bei Durchlaufen der Kurve itgagengesetzter Richtung ent-
gegengesetztes Vorzeichen.

c) Die Arbeit ist das in b) berechnete Integral. Somit ist diz’ Bewegung vor{—1,1) nach
(1,1) die Arbeit 2 erforderlich, in umgekehrter Richtung ist digbait —2 erforderlich.

Wegena—1 =0= d_y handelt es sich bét um ein konservatives Kraftfeld. Das folglich exis-

ay X
tierende Potenzial sei ni(x,y) bezeichnet.
oP B P, % Y

Die Arbeit entspricht der Differenz zwisché{—1,1)=—1/2+D undP(1,1) =3/2+D. Je
nach Richtung ergibt sich 2 bzw.2.

d) Masse= Dichte x Bogenldange:m= [ p(x,y)dl = [ydl = 2\/2 (siehe a))
C C

1. (statisches) Moment Abstandx Dichte x Bogenléange:
bezlglichx-Achse:My 1 = [yp(x,y)dl, bezuglichy-Achse:My 1= [xp(x,y)dl
C C

: _ (Mya M
Schwerpunkt.(xs,ys)_< T )
3m/4 3m/4
MX71:/yp(x,y)dI:/y2dI: /2sin?tf2d=f2/2sinztdt
C C /4 /4
cos2 = cogt — sinft = 1— 2sirft, 2sift =1—cos2
37'[/4 ) 37.[/4 . 3_7-[ i TT
Mxlz\/é/(l—COSZ)dt:\/é(t—%) _p(3m s T S
’ 2 )l 42 47 2
/4

a5
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3m/4 3m/4
Myylz/xp(x,y)dlz/xydlz /2costsintf2dt:f2 / 2sint dsint
C C /4 /4
3rt/4 1 1
_ vasitt[” :fz(———)zo
n/4 2 2

My M\ (L B+ V2Y /o
Schwerpunkt.( T )_ (O, Ve = 0,4-1—2 ~ (0,1.285)



