
Aufgabe 20.40

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Die Einheitskreisliniex2+y2=1 sei mit Masse der Dichteρ(x,y)=1+y2 belegt. Berechnen
Sie die Masse der Kreislinie!

Lösung:

Parameterdarstellung des Einheitskreises:x(t)=cost, y(t)=sint, 0≤ t<2π ,

Bogendifferential: ds=
√

ẋ2+ ẏ2dt =
√

(−sint)2+(cost)2dt = dt,

Masse= Dichte (in Masseneinheit pro Längeneinheit) mal Länge, beivariabler Dichte also

m=
∫

K

ρ(x,y)ds=
∫

K

(1+y2)ds=

2π
∫

0

(1+sin2 t)dt

Für die Auswertung des Integrals
∫

sin2 t dt gibt es mehrere Möglichkeiten:

Verwendung der Formel cos2t=1−2sin2 t =⇒ sin2 t=
1+cos2t

2
und anschließende Integration

oder partielle Integration
∫

sin2 t dt =−cost sint +
∫

cos2 t dt =−cost sint +
∫

(1−sin2 t)dt

=−cost sint+ t−
∫

sin2 dt =⇒
∫

sin2 t dt =
t −sint cost

2

oder Benutzung einer Formelsammlung, die z.B. die Formel
∫

sin2axdx=
1
2

x−
1
4a

sin2axenthält.

m=

2π
∫

0

(1+sin2 t)dt =

2π
∫

0

(

3
2
+

cos2t
2

)

dt =
3
2

t+
sin2t

4

∣

∣

∣

∣

2π

0
= 3π
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