Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 20.27

Durch die Gleichung(x? +y?)*> = x2 —y? wird in kartesischen Koordinaten eine ,Lemniska-
te“ beschrieben.

a) Stellen Sie die Lemniskate durch eine Funktioa r(¢) in Polarkoordinaten dar!
Hinweis: cos2p = coL ¢ — sirt ¢

b) Skizzieren Sie die Lemniskate!

c) Berechnen Sie den Flacheninhalt der von der Lemniskageschlossenen Flache!

LOsung:

a) Das Einsetzen vox=rcos¢, y =rsing in die Gleichung(xz—i—yz)2 = x%2 —y? ergibtr® =
r2cof ¢ —r2sir ¢ = r2cos2p. Daraus folgr = 0 oderr?2 = cos2p. r = 0 ist der Koordina-
tenursprung, dieser ergibt sich auchrfn= cos2p z.B. fiir ¢ = 7. Also kann man sich auf
den Fallr? = cos 2 beschréanken.

Wegenr? = cos 2 ist cos2p > 0, dies ist (bis auf periodische Wiederholung) aquivalent z
—T< ¢ < Toder3 < ¢ < 3 Nur diese Winkel kommen in Frage, fur diese gilt dann aber

auchr = /cos 2p.
Also ist r = \/cosdp, —

Polarkoordinaten.
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<¢ < die Darstellung der Lemniskate in
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b)r(—7—T): cos(—I—T =

c) A:J;jdsz;jdxdy:grdrw

Aus Symmetriegriinden berechnen wir nur den Inhalt deseaddbgens der Lemniskate, die
von diesem umschlossene Flache seiBpibezeichnet.

A /4 \/cos2p /4 2 COS 1 /4
E:Hrdrokp: / / rdrd¢ = / [5}0 d¢ =3 / cos 2 d¢
B1 -m/4 0 —1/4 —n/4
. 1 . /4 1 _ 1
=7 SinP| 7, =71-(-1)=3

Also hat die von der Lemniskate umschlossene Flache deft hha
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