Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 18.128

Zur Bestimmung einer GrofR3eliegen die widersprichlichen Gleichungex=21 undx=1
vor. Bestimmen Sie den Wert vog der die widersprichlichen Gleichungen im Sinne der
Methode der kleinsten Quadrate am besten erfillt!

LOosung:

Es handelt sich um ein Problem derearen Ausgleichsrechnling bei der versucht wird, ein
I.A. Gberbestimmtes (widerspriichliches) GleichungssystX=b bestmdglich zu erfillen. Bei
der Methode der kleinsten Quadratewird die Euklidische Norm des Residuuri8xX—b|| =

\/(AX—B) - (AX—Db) minimiert. Ist das Gleichungssystem l6sbar, so ist das fimi 0 und wird
in der Losung des Gleichungssystems angenommen.

Rechnerisch ist es einfacher, statt der Norm ihr Quadrat immmeren, das Minimum wird an
der gleichen Stelle angenommen. Wir suchen alzso(rqmi’—ﬁ) . (AX—B)). Es gilt

(AR—D) - (AX—b) = (AX—b) " (AX—D) = (X"AT—DB")(AX—D) =XTATAX—XTATb—b"AX+DB'D
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Skala?brodukt Matrizeﬁ,multiplikation
—XTATAR—XTA"b— (AX)"b+b"b=XTATAX—2X"ATb+b"b
WegenX'C=C'X=y ¢ix ist O(X'C)=0(C"X)=C.
Nach der Produktregel folgfl(XTATAX) = ATAX+(XTATA) T=ATAX.
Somitist 0 ((Az—b’) : (Az—b’)) —2ATAR—2ATD.

Stationare Punkte fiif] ((AX—B) : (AX—B)) =0, d.h. fir ATAX=A"b
(Gauf3sches Normalgleichungssystem

A%D)-(A%-B) =2A"A, diese ist wegeRTATAX= (AX) - (AX) posi-

tiv definit, wennAX=0 nur trivial ldsbar ist, so dass dann im stationaren PurnkiMinimum
vorliegt. IstAX=0 nichttrival [dsbar, so ist die Hessematrix positiv serfideDda eine quadrati-
sche Funktion betrachtet wird, deren hohere Ableitungerijachwinden, liegen auch da in den
stationéren Punkten Minima vor.

Als Hessematrix ergibt sich—l(

(Dass im station&ren Punkt ein Minimum vorliegt, ist auckidgb offensichtlich, da die betrach-
tete Funktion nach unten durch 0 beschrankt ist und es delraMinumum geben muss.)

Konkret: GIeichungssystem(i) X= (i)

Normalgleichungssystem2 1) (i) x=(2 1) (i) d.h. x=3, x:g

Ohne die Matrizenschreibweise kann man dies als Minimgnon f(x) = (2x—1)?+(x—1)?
darstellen: f/(x) =4(2x—1)+2(x—1)=10x—6=0, ng’ f”(x)=10>0, also dort Minimum.
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