Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 18.127

Gegeben sei die Kurve? +y2 + (x+y)? = 2.
a) Zeigen Sie, dass kein Punkt der Kurve auRerhalb des sreigeRadiusy/2 um den Ko-

ordinatenursprung liegt!
b) Bestimmen Sie mit der Methode der Lagrange-Multipikatodie Punkte der Kurve, die

den kleinsten bzw. gréf3ten Abstand vom Koordinatenurgphaien!
Hinweis: Es ist zweckmaliig, das Quadrat des Abstands zu minimiergmbaximieren!

c) Klassifizieren und skizzieren Sie die Kurve auf Grund degBnisses von b)! Geben Sie
aul3erdem ihre Gleichung in Hauptachsenlage an!

Losung:

a) Fir Punkte auRerhalb des Kreises mit Radi@sum den Koordinatenursprung gift+y? >

\/52 — 2. Wegen(x+Y)?>0 kann dann nich®+y?+(x+y)?=2 gelten, so dass sie nicht auf
der durch die Gleichung beschriebenen Kurve liegen kénnen.

b) f(x,y) =x2+y2 —» extr. unter der Nebenbedingung +y2 + (x+y)? =
L Y,A) = X2+ Y2+ A (0 Y2+ (x+y)* - 2)
Lx = 2X+2AX+2A (X+Yy) =0 -
Ly =2y+2Ay+2A(x+y) =0 = 21+A)x=2(1+A)y
Ly =X +y? 2-2=0 <
Falld=—-1: Ly=Ly=2A(x+y)=0 = x+y=0, y=—
Ly=0 = xX°4x°—2=0, ¥*=1, x=+1
Stationare Punkte sind al$b, —1,—1) und(—1,1,—-1).
Fallx=y: Lyx=Ly=2X+2AXx+4Ax=2X(1+3X)=0
: . 1
x=y=0 kann nicht sein, da darr), =—2+#0 ware, also folgh =3

1
Ly=0 = X°4+X°4+4x2—2=0, 6x°=2, x=+—
A \/:—)’

1 1 1 1
Stationére Punkte sind al§o— —Jund| ——,—,—= ).
<f V3’ 3) ( V3 V3 3)

Da die Kurve in einem beschrankten Gebiet liegt, muss estBunk kleinstem und groR3-
tem Abstand vom Koordinatenursprung geben. Es gibt nur eextertverdachtige Punkte.
Offenbar haber{+1, 71) bzw. (£1/v/3,£1/v/3) jeweils gleichen Abstand vom Koordina-
tenursprung, wobei die zuerst genannten Punkte weiter voordfhatenursprung entfernt

sind.
Also wird der kleinste Abstam(\/Z/S) in den Punkter(+1/v/3,+1/v/3) und der groRte

Abstand(x/i) in den Punkteri+1, ¥1) angenommen.
c) Da die 4 gerade ermittelten Punkte offensichtlich nictittaner Gerade liegen, beschreibt die

quadratische Form eine Kurve 2. Ordnung, also eine Elliggperbel oder Parabel. Hyperbel
und Parabel wirden sich ins Unendliche erstrecken, alsdetiaes sich um eine Ellipse.
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Da die quadratische Form keine linearen Terme enthélt, igeldunkt der Ellipse der Ko-
ordinatenursprung. Die ermittelten Punkte sind dann dienBtpunkte der Ellipse mit ihren
Hauptachsen. Die Halbachsenlangen sind daf#@tund 1/2/3, so dass die Gleichung in
& n?
Halbachsenlage— + —— =1 lautet.
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