Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 18.101

. . 1 1 . .
a) Untersuchen Sie, ob die Pun%@,—z,—é), (3,-1,0), (3,—2,—5) fr die Funktion

f (X1, %2,X3) :2x§+x§+2x1X3—3xe, unter den Nebenbedingungeitx, —X3 =2, X1 —Xo+
X3=4 stationar sind!

b) Geben Sie eine Schatzung ab, wie sich der optimale Fursdiert fir die betrachtete
Zielfunktion unter den beiden angegebenen Nebenbedirmguégdert, wenn die rechte
Siete der zweiten Nebenbedingung von 4 ag@h&rmindert wird.

Hinweis: Mit dem Langrange-Multiplikatoi; kann naherungsweise angegeben, wie sich der optimale Funk
tionswert bei einer kleinen Anderung der KonstaBten der entsprechenden Nebenbedingung dndert:
Af ~ —AAC.

(nach Luderer, B.; Paape, C. u. Wurker, U.: Arbeits- und gjsibach Wirtschaftsmathematik.
5. Aufl. Teubner 2008, Aufgabe A8.8, S. 221, 331)

Losung:

a) F(x1,X2,X3,A1,A2) = 2x%+x§+2x1X3—3X3+)\1(X1+xz—X3—2) + A2(X1—X2+X3—4)

Fxl AX1 +2X%3+ A1+ Ao FX1:4X1—|—2X3—|—)\1—|—A2:0
FX2 2X2—|—)\1—)\2 FX2:2X2+A1—A2 =0
UF = FX3 =| 2X1—3—-A1+As FX3:2X1—3—)\1+)\2 =0
FAl X1+ Xo— X3 — 2 F)\l:X1-|-X2—X3—2 =0
F)\z X1 —Xo+X3—4 FA2:X1—X2-|—X3—4 =0
1
ZU X1 =3, Xo=—2, X3 = _5:
1 1 . . . .
Fr, =3—2+ 5~ 2= —5 # 0 = Punkt nicht zulassig, erfullt NB nicht!

Zu X3 =3, X =-1 x3=0:

F),=3+1-4=0 } Punkt zulassig.
Fo =12+A1+A2=0
F, =—24+A1—A2=0 |+

Fo— 3—Ai+A2—0 |+ } 1=0,Widerspr=-Es gibt keine\ 1, A, Punkt nicht stationar.

ZU X1 =3, Xo = § X3 = }
1= 9 2 — 27 3 = 2

3 1
Fp,=3-5+5-2=0

2 2 Punkt zulassig.
F —3+§—}—4—0
A2 P T
FX1:12—1—|—)\1—|—)\2:0 A+A=-11 |+
FX2: —34+A1—2A=0 A1—A= 3 |+

FX3: 6—-3—-A1+A2=0 A1—Ar= 3
2A1 = 8, also Punkt stationdr mit; =4, A, = —7.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Sammlung/Aufgabensammlung.pdf
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Offensichtlich sind die Gradientenvektoren der NB;=| 1 | undlgy=| —1 | linear
-1 1

unabhangig, so dass der bei a) gefundene stationére Pguokirest.

Nun muss die Definitheit des (markierteftAnteils der Hessematrix Giber dem Tangential-
raum der Nebenbedingungen untersucht werden, diesehbasteden von Null verschiede-
nen Vektoren, die zu den Gradientenvektoren der beidenmbeloitngungen orthogonal sind:
Og1-Z=z1+2—23=0 Durch Addition der beiden Zeilen ergibt sigh=0,
Ogp-Z2=z1—2+23=0 durch Subtarktiorz, = z3.

0
Somit besteht der zu betrachtende Tangentialraum aus deor®a | z | mit z=£0.
z

4 0 2 0 0
2'02F72=(0 z 2(0 2 0| [ z|=222>0furalle Vektoren| z | mitz£0
2 00 z z

Somit ist derx-Anteils der Hessematrix Uber dem Tangentialraum der Nedgingungen

positiv definit, so dass in dem stationaren Pu([&t—é, _E) ein Minimum vorliegt. Weitere

stationare Punkte gibt es nicht, da das Gleichungssystem0 eindeutig losbar ist.

Bei a) wurde gezeigt, dass in dem stationaren Punkt —7 ist, so dass sich der optimale
Funktionswert bei Verminderung der Konstan@ivon 4 auf 39 entsprechend dem gegebe-
nen Hinweis umAf ~ —A, ACo=—(—7)(—0,1) =—0,7 andert, d.h. um ca., D sinkt.

Mit dem Lagrange-Multiplikator kénnen die Auswirkungemrklerer Ressourcenédnderungen
leicht abgschatzt werden, ohne dass die neuen Optimalkpbekéchnet werden mussen.

Tatsachlich ergibt sich fi€; =4 das Minimumf (3, —1,5, —0,5) = 18,75, wahrend sich fur

C,=23,9 das Minumumf (2,95, —1,45 —0,5) = 18,0575 ergibt, so dass die tatsachliche An-
derung—0,6925 betragt.



