
Aufgabe 18.95

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Sei f (x,y) = 8x2−12xy+17y2−36x+2y.

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen!
b) Durch f (x,y)=0 sei in der Umgebung des Punktes(x,y)=(0,0) eine Funktiony=ϕ(x)

definiert. Bestimmen Sie durch implizite Differenziationϕ ′(0) und mit Hilfe dieser Ablei-
tung einen Näherungswert fürϕ(0.0001) !

c) Führen Sie für die Niveaulinienf (x,y)=C die Hauptachsentransformation aus!
d) Zeichnen Sie das Niveaulinienbild!
e) Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktionf (x,y) !

Lösung:

a) ∇ f =

(

fx
fy

)

=

(

16x−12y−36
−12x+34y+ 2

)

=

(

0
0

)

16x−12y= 36 | : 4
−12x+34y=−2 |+

4x− 3y= 9 | ·3
12x− 9y= 27 |+

25y= 25, y=1
4x=3y+9= 12, x=3

Stationär ist also nur der Punkt(3,1).

H f =

(

16 −12
−12 34

)

, detH f = 16·34−122 = 400> 0 =⇒ Extremum,

fxx = 16> 0 =⇒ f (3,1) =−53 ist Minimum.

Zur Extremwertuntersuchung können auch die Eigenwerte vonH f genutzt werden. In Aufga-

be 22.3werden die Eigenwerte von
1
2

H f bestimmt. Sie sind beide positiv, also ist auchH f

positiv definit, so dass im stationären Punkt(3,1) ein Minimum vorliegt.

b) ϕ ′(0) =− fx(0,0)
fy(0,0)

=−−36
2

= 18

ϕ(0.0001)≈ ϕ(0)+ϕ ′(0)(0.0001−0) = 0+18·0.0001= 0.0018
(

Exakt wäreϕ(0.0001) durch Lösung der Gleichung
8 ·0.00012−12·0.0001y+17y2−36·0.0001+2y= 0
zu ermitteln, es ergibt sichy1/2 = 0.00177426638;−0.1193507370,
so dassϕ(0.0001) = 0.00177426638 gilt.

)

c) f (x,y) = 8x2−12xy+17y2−36x+2y=C

(x y)

(

8 −6
−6 17

)(

x
y

)

+(−36 2)

(

x
y

)

−C= 0

∣

∣

∣

∣

8−λ −6
−6 17−λ

∣

∣

∣

∣

=(8−λ )(17−λ )2−362=λ 2−25λ+100=0, λ1,2=
25
2
±
√

625
4

−400
4

=

{

5
20

EV zu λ1=5 :
3 −6

−6 12
1 −2
0 0 EV

(

2
1

)

, normiert
1√
5

(

2
1

)

EV zu λ2=20 :
−12 −6
−6 −3

2 1
0 0 EV

(

−1
2

)

, normiert
1√
5

(

−1
2

)
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Substitution:

(

x
y

)

=
1√
5

(

2 −1
1 2

)(

ξ
η

)

(ξ η)
1√
5

(

2 1
−1 2

)(

8 −6
−6 17

)

1√
5

(

2 −1
1 2

)(

ξ
η

)

+(−36 2)
1√
5

(

2 −1
1 2

)(

ξ
η

)

−C=0

(ξ η)
(

5 0
0 20

)(

ξ
η

)

+

(

− 70√
5

40√
5

)(

ξ
η

)

−C= 0

5ξ 2+20η2− 70√
5

ξ +
40√

5
η −C= 0

Durch quadratische Ergänzung erhält man

5

(

ξ 2− 14√
5

ξ
)

+20

(

η2+
2√
5

η
)

−C= 5

(

ξ− 7√
5

)2

−49+20

(

η+
1√
5

)2

−4−C= 0

und damit 5

(

ξ− 7√
5

)2

+20

(

η+
1√
5

)2

=C+53 bzw.

(

ξ− 7√
5

)2

C+53
5

+

(

η+
1√
5

)2

C+53
20

= 1.

An der linken Darstellung in der letzten Zeile sieht man, dass es nur fürC≥−53 Niveaulinien
gibt. Das NiveauC=−53 wird nur im Punkt(ξ ,η) = (7/

√
5,−1/

√
5) angenommen. Im

Ausgangskoordinatensystem ist das der schon aus a) bekannte Punkt
(

x
y

)

=
1√
5

(

2 −1
1 2

)(

7/
√

5
−1/

√
5

)

=

(

3
1

)

.

FürC>−53 handelt es sich bei den Niveaulinien um Ellipsen mit dem Mittelpunkt(ξ ,η)=
(7/

√
5,−1/

√
5) und den Halbachsen

√

(C+53)/5 und
√

(C+53)/20.

d) Um das Niveaulinienbild im Ausgangskoordinatensystem zeichnen zu können, benötigt man

den Drehwinkel. Es gilt

(

x
y

)

=
1√
5

(

2 −1
1 2

)(

ξ
η

)

=

(

cosα −sinα
sinα cosα

)(

ξ
η

)

. Damit ist

cosα =2/
√

5 und sinα =1/
√

5, alsoα ≈26.57◦. Dasξ–η–System entsteht durch Drehung
desx–y–Systems um 26.57◦ in positive Richtung.

Die Niveaulinien sind Ellipsen um den Punkt(ξ ,η)=(7/
√

5,−1/
√

5)=̂(x,y)=(3,1), ihre

Halbachsen stehen im Verhältnis
√

(C+53)/5 :
√

(C+53)/20=̂
√

20 :
√

5 = 2 : 1.

x

y

1 3

1

ξ
η

−53
−40

−20
0

20
40

e) Unter c) wurde ermittelt, dass es Niveaulinienf (x,y)=C für alleC mit C≥−53 gibt. Also ist
WB( f )=[−53,∞).


