
Aufgabe 18.89

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

a) Ermitteln Sie die Extrema vonf (x,y,z)=
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(x,y,z>0) !

b) Hat die Funktion über dem I. Oktanten globale Extrema?

Lösung:

a) ∇ f =









1
y+z−

y
(x+z)2

−
z

(x+y)2

1
x+z−

x
(y+z)2

−
z

(x+y)2
1

x+y −
x

(y+z)2 −
y

(x+z)2









=





0
0
0



 =⇒
z

(x+y)2 =
1

y+z
−

y

(x+z)2
=

1
x+z

−
x

(y+z)2
,

1
y+z

+
x

(y+z)2
=

1
x+z

+
y

(x+z)2 ,
x+y+z

(y+z)2
=

x+y+z

(x+z)2 .

Wegenx,y,z>0 folgt y+z= x+z, analog ergibt sichx+z= x+y undx+y= x+z. Somit
sind alle Punkte mitx= y= z stationäre Punkte.

Da alle Punkte des Strahlsx=y=z>0 stationäre Punkte sind und dort konstantf (x,y,z)=

f (x,x,x)=
3
2

gilt, kann die Hessematrix in den stationären Punkten wederpositiv noch negativ

definit sein, so dass die Extremwertuntersuchung mithilfe der Hessematrix nicht zum Ziel
führen kann.

Offensichtlich ist die Funktionf (x,y,z) auf jedem vom Koordinatenursprung ausgehenden
Strahl innerhalb des I. Oktanten konstant. Über dem I. Oktanten gilt f (x,y,z)>0, die Funk-
tion f (x,y,z) ist also nach unten beschränkt. Mit Ausnahme der Koordinatenachsen ist die
Funktion auch auf den Randflächen des I. Oktanten definiert und positiv. Bei Annäherung an
die Koordinatenachsen, auf denen ja zwei der Variablen gleich 0 sind, streben die Werte der
Funktion gegen∞, ansonsten ist die Funktion auch an den Randflächen des I. Oktanten ste-
tig. Da sie nach unten beschränkt ist, muss es deshalb ein Minimum geben, dieses kann nur

für x=y=z angenommen werden. Wegenf (x,x,x)≡
3
2

wird das Minimum in allen diesen

Punkten angenommen.

b) Auf Grund der Überlegungen von a) liegen in den stationären Punkten(x,x,x) globale Minima

vor, minimaler Funktionswert ist
3
2

. Ein globales Maximum gibt es nicht, da die Funktion

bei Annäherung an die Koordinatenachsen unendlich groß wird. Z.B. gilt lim
x→∞

f (x,1,1) =
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(

x
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=∞.
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