
Aufgabe 18.88

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Gegeben sei die Funktionf (x,y,z) = ex
(

x2+y2+z2+
3
4

)

.

a) Untersuchen Sie die Funktion auf Extremstellen!
b) Hat die Funktion globale Extrema?
c) Ermitteln Sie den größten und kleinsten Wert der Funktionüber dem Würfel

{(x,y,z) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, |z| ≤ 1} !

Lösung:

a) ∇ f = ex





x2+y2+z2+ 3
4+2x

2y
2z



. Wegen ex 6= 0 folgt y= z= 0 und damitx2+2x+
3
4
= 0,

x1/2 =−1±

√

1−
3
4
=−

1
2
,−

3
2

. Stationäre Punkte sind also

(

−
3
2
,0,0

)

und

(

−
1
2
,0,0

)

.

H f = ex





x2+y2+z2+4x+ 11
4 2y 2z

2y 2 0
2z 0 2



 ,

H f

(

−
3
2
,0,0

)

= e−
3
2





−1 0 0
0 2 0
0 0 2



,

detH1 =−e−
3
2 < 0, detH2 = e−

3
2

∣

∣

∣

∣

−1 0
0 2

∣

∣

∣

∣

=−2e−
3
2 < 0 =⇒ kein Extremum,

H f

(

−
1
2
,0,0

)

=e−
1
2





1 0 0
0 2 0
0 0 2



,

detH1=e−
1
2 >0, detH2=e−

1
2

∣

∣

∣

∣

1 0
0 2

∣

∣

∣

∣

=2e−
3
2 >0, detH3 = e−

1
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
0 2 0
0 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 4e−
1
2 > 0

=⇒ positiv definit, Minimum.

Also gibt es nur ein lokales Extremum: das Minimumf

(

−
1
2
,0,0

)

= e−
1
2 ≈ 0.60653.

b) Offensichtlich kannf (x,y,z) beliebig groß werden, so dass es kein globales Maximum gibt.
Ferner gilt f (x,y,z)> 0. Hält man z.B.y= z= 0 fest und lässtx→−∞ gehen, so erhält man
nach der l’Hospitalschen Regel

lim
x→−∞

f (x,0,0)= lim
x→−∞

ex(x2+
3
4
)= lim

x→−∞

(x2+ 3
4)

e−x =− lim
x→−∞

2x
e−x = lim

x→−∞

2
e−x =0.

Da der Grenzwert 0 nirgends erreicht wird, gibt es auch kein globales Minimum.

c) Über dem Würfel gilt offensichtlichf (x,y,z)≤ e1(1+1+1+
3
4
) =

15
4

e≈ 10.19356, dieser

Wert wird für die 4 Punkte(1,±1,±1) angenommen. Weiterhin giltf (x,y,z) = ex(x2+y2+

z2+
3
4
)≥ ex(x2+

3
4
) = f (x,0,0). Aus dem Ergebnis von a) folgt, dassf (−

1
2
,0,0)≈ 0.60653
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einziges lokales Minimum vonf (x,0,0) für −1 < x < 1 ist. Für die Funktionswerte an den

Rändern giltf (1,0,0)> f (−1,0,0) =
7
4

e−1 ≈ 0.64378> 0.60653.

Also ist f (1,±1,±1) =
15
4

e≈ 10.19356 der größte undf (−
1
2
,0,0) = e−

1
2 ≈ 0.60653 der

kleinste Funktionswert über dem Würfel{(x,y,z) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, |z| ≤ 1}.


