Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 18.54

Gegeben sei die FUnktioR (xg, X2) =X +X3—3x1 %2 — 3.

a) Gibt es in der Umgebung des Punk{Rs X,) = (1,2) eine eindeutig bestimmte Funktion
¢ mitxo=¢(X1), SO dass$ (x1, ¢ (x1))=07?

b) Wie muss die Variablg, in einer Umgebung des Punktgg, X;) =(1,2) auf kleine Ande-
rungen der Variabler, reagieren, damit die Gleichurg X3, X2) =0 noch néherungsweise
erfullt bleibt?

c) Stellen Sie die Losungsmenge VvBiix1,X2) =0 in der Umgebung vorix;, X2) = (1,2)
grafisch dar! Benutzen Sie daflir Taylorpolynome ersten weiten Grades!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Losung:
a) Satz uber die implizite Funktion:
Die FunktionF (x1,X2) sei in der Umgebung eines Punk{&s, X>) definiert und stetig partiell
. . oF _
differenzierbar und es sefF(X1,%X2) =0. Ist dann a—x()_(l’)_(2> #0, so wird in der Umge-
2

bung von(Xi,X2) durch die BeziehungF(x1,x2) =0 (impliziter Zusammenhang zwischen
X1 undxp) eine Funktionx, =@ (x1) (explizite Darstellung) definiert. Die Funktiah(xy) ist

o Z—XF(71,>_<2)
differenzierbar und es gilt¢’ (x;) = d—xl()_(l) = _(9':17 (implizite Differenziation).
d—xz(xl’xz)

(Das heif3t nicht, dass sich die Funkti¢(x;) ohne weiteres angeben lasst. Ihre Existenz ist
aber gesichert. Besonders vorteilhaft ist, dass sich itinleiAing berechnen lasst, ohne die
Funktion selbst explizit zu ermitteln.)

Die in der Aufgabenstellung gegebene Funktiefx;,x;) ist sogor liber dem gesamt&?
definiert und stetig partiell differenzierbar. Im Puifki, X2) =(1,2) gilt F(1,2)=0. Weiterhin
gilt Fx, =3x3—3x; und damitFy, (1,2) =9+0. Folglich ist in der Umgebung des Punk{és2)
durch die implizite Vorschriff (xq, x2) =0 eine explizite Funktiom = ¢ (x1) definiert.
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b) ¢'(x1) =

In der Umgebung voliXy, X2) = (1, 2) kann die Anderung vor, in Abhangigkeit von der von

. . 1
x; durch das Differenzial angenahert werdeéxx, ~ dx, = ¢’ (X1)Ax; = §Ax1.

) . : 1
Andert man alsa; vonX; =1 aus ein wenig umx;, SO MusX, VonX, =2 aus um etwaéAxl
geandert werden, damit die Beziehun@x,, x) =0 n&herungsweise erhalten bleibt.

c¢) Mithilfe der Ableitung vong (x;) lasst sich die Tangente an die Kufgéxy, x2) =0 im Punkt
(X1,%2) bestimmen. Dabei handelt es sich um die Taylorentwickluagbm linearen Glied.

Fur die gegebene Kurve lautet die Gleichung der Tangenteuimkt®1, 2):
1 1 5
Tl(Xl) :2—§(X1—1) = §X1-|-§.
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Analog zur ersten kann man auch die zweite Ableitung imipdiznitteln:

F(x1,¢(x)) =0

dinF(le(p(Xl)) = FX1+FX2¢/(X1) — O’ ¢,<X1):—%

2
d—F<Xla ¢(X1)) = FX1X1+FX1X2¢,<X1)+(FX2X1+FX2X2¢,<X1))¢,(X1)+FX2¢H<X1)

dx?
= FX1X1+2FX1X2¢,<X1)"H:XzXz<¢/(X1))2+FX2¢H(X1) =0,

_ FX1X1 + 2FX1X2 ¢ , (X) + FX2X2 (¢I<X1) ) ? _ I:X1X1 ( FXz ) 2"‘ 2FX1X2 FXl FXz — FX2X2 (Fxl)z

¢"(x1) = Feo (F )3

Konkret gilt Fy, = 3x2 —3xp, Fy, = 3%3—3X1, Fxx, = 6X1, Fgx, = —3, Fox, = —6X2. An der

Stelle(X1,X2) =(1,2) ist dannky, =—3, Fx, =9, Fx =6, Fyx, =—3, Fux, =—12 und damit

¢,,<1):—6-92+2(—3)(— )-9-12(-3° _—6-8142-81-12.9 —4.9-12 48 16
93 9.-81 8l 81 27

Die quadratische Taylorapproximation veiix; ) an der Stelléx;,Xp) =(1,2) ist somit
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F (x1,%2) =X3 +X5—3x1x2—3, explizit aufldsbar durcky, = (x1) in der Umgebung vol, 2),
mit Tangente und quadratischer Taylorapproximation imkie(th 2)



