
Aufgabe 18.53

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Seih(x,y) =
√

x2−4x+4y2+8y+17 die Höhe des Geländepunktes(x,y).

a) Wo ist der niedrigste Punkt des Geländes, welche Höhe hat er?
b) Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Höhenlinieh(x,y) = 5 mit den Koordinatenachsen

sowie mit den Geradenx=2 undy=−1 !
c) Skizzieren Sie die Höhenlinieh(x,y) = 5 !
d) Ermitteln Sie durch implizite Differenziation der Funktion F(x,y)=(h(x,y))2−25=0 den

Anstieg der Tangenten an die Höhenlinieh(x,y) = 5 in ihren Schnittpunkten mit derx–
Achse!

Lösung:

a) h(x,y)=
√

x2−4x+4y2+8y+17=
√

(x−2)2−4+4(y+1)2−4+17=
√

(x−2)2+4(y+1)2+9 wird

minimal für (x−2)2+4(y+1)2 = 0 ⇐⇒ (x,y) = (2,−1), h(2,−1) = 3.

b) h(x,y)=
√

x2−4x+4y2+8y+17=5 ⇔ (x−2)2+4(y+1)2+9=25⇔ (x−2)2+4(y+1)2=16

Schnitt mitx–Achse:y= 0: (x−2)2+4= 16, (x−2)2 = 12, x= 2±
√

12= 2±2
√

3,
Schnittpunkte(2+2

√
3,0)≈ (5.46,0), (2−2

√
3,0)≈ (−1.46,0),

Schnitt mity–Achse:x= 0: 4+4(y+1)2 = 16, (y+1)2 = 3, y=−1±
√

3,
Schnittpunkte(0,−1+

√
3)≈ (0,0.73), (0,−1−

√
3,0)≈ (0,−2.73),

Schnitt mitx= 2: 4(y+1)2 = 16, (y+1)2 = 4, y=−1±2, Schnittpunkte(2,1), (2,−3),

Schnitt mity=−1: (x−2)2 = 16, x= 2±4, Schnittpunkte(6,−1), (−2,−1)
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Es handelt sich um die achsenparallele Ellipse
(x−2)2

42 +
(y+1)2

22 = 1

mit dem Mittelpunkt(2,−1)
und den Halbachsen 4 und 2.

d) F(x,y)=(h(x,y))2−25= (x−2)2+4(y+1)2+9−25= (x−2)2+4(y+1)2−16=0

∂F
∂x

= 2(x−2),
∂F
∂y

= 8(y+1), y′(x) =−
∂F/∂x
∂F/∂y

=−
1
4

x−2
y+1

Schnittpunkte mitx–Achse (siehe b):

(2+2
√

3,0): Anstieg der Tangentey′(2+2
√

3) =−
1
4

2
√

3
1

=−
√

3
2

(s. Abb. bei c))

(2−2
√

3,0): Anstieg der Tangentey′(2−2
√

3) =−
1
4
−2

√
3

1
=

√
3

2
(s. Abb. bei c))
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