Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 16.28

2 -1 2
Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Mafrixl 2 —2 | und fuhren
Sie die Diagonalisierung der Matrix rechnerisch aus! 2 -2 5

Hinweis: Im Falle zweier linear unabhangiger Eigenvektoren zu eitggenwert erhélt man orthogonale
Eigenvektoren zu diesem Eigenwert, indem man einen deniigeoren und die zu diesem orthogo-
nale Komponente des anderen Eigenvektors (s. z.B. Aufgatik)) verwendet.

Losung:
2-A -1 2
1 22 =2 |=(2-2)%(5-A)+4+4—-4(2-2)—4(2-A) — (5-7)
2 -2 5-A|=(A°-4A+4)(5-1)+8-16+81A —5+2A
=512—20A +20-A3+4A%2-4) — 13492 = -A34 922150 +7=0
Offensichtlich lautet ein Eigenwerd; =1.

(A3—9A24+1BA —7): (A —1) =A% —8A +7, Ay3=4+16-7=4+3= {1
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(Zu dem doppelten Eigenwert gibt es zwei linear unabhangigenvektoren. Reelle symmetri-
sche Matrizen haben immarinear unabhangige Eigenvektoren, so dass es zu jedemviggen
linear unabhéngige Eigenvektoren entsprechend seindadhdeit gibt.)

1 -2
Linear unabhangige Eigenvektoren sind z{B1 | und 0 |. Fur die orthogonale Maxtrix
0 1

werden aber orthogonale Eigenvektoren bendtigt. Z.B. &trder erste Vektor und die zu diesem
orthogonale Komponente des zweiten Vektors verwendeteweridazu ist vom zweiten Vektor
seine Projektion auf den ersten Vektor abzuziehen, vglgaing6.45):
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( O)]-t|1 > 1] =-2-2t=0, t=-1, orthogonaleEV] 1|und| 1
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orth. Ka?nponente
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Nach Normierung erhalt man die orthonormalen Eigenvekt x 1 undi 1
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Selbstverstandlich ist es auch maglich, statt der Matrix @en orthonormierten Eigenvektoren
die aus den nicht orthogonaliserten linear unabhangiggerizektoren gebildete Matri¥ =

1 -2 1

1 0 -1 | zuverwenden. Allerdings ist diese nicht orthogonal, ina@$ponierte ist nicht

o 1 2

. . . L ~-1 ,
gleich der inversen Matrix. Deshalb ist in diesem Falle zins8/ ~ auszurechnen und dann mit

~-1 o~ i .
V AV die Diagonalisierung auszufuhren.



