Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 16.23

Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgendatriMen:

10 8 10 10 10 26 -10 -8
|

2 ( 8 10)’ 2 (10 10)’ °) (26 10)’ 9 ( -8 —10) '

Sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten gothel ? Sind die Matrizen definit?
Losung:
Die 4 Matrizen sind symmetrisch, also sind die EV zu versiémen EW orthogonal.

Eine reelle symmetrische Matrix heiRt positiv definit, ~ we(#X)-X > 0 fiir X£0.

positiv semidefinit, >0
negativ definit, <0
negativ semidefint, <0
indefinit, wenn es sowol mit

(AX) -X>0 als auclx
mit (AX) - X< 0 gibt.

Definitheit wird z.B. benttigt bei Extremwertuntersuchang/on Funktionen mehrerer Veran-
derlicher.

Definitheitsuntersuchung mit Eigenwerten: alle EMOD: positiv definit,
alle EW> 0: positiv semidefinit,
alle EW< 0: negativ definit,
alle EW<O0: negativ semidefinit,

EW unterschiedl. Vz.: indefinit.

Definitheitsuntersuchung mit Kriterium von Sylvester (awats Kriterium von Hurwitz oder als
Kriterium von Jacobi bekannt):

a1l | ap|as|ags| - alle Hauptynterdgterminanten (,Hauptminorex‘p
ap1 Ao | apz | ang| - <= positiv definit
31 a2 az3|az |- Hauptminoren alternierendes Vz., mitbeginnend
1 42 A3 N4 <= negativ definit

Ist ein Hauptminor gerader Ordnung negativ und/oder gibt
es Hauptminoren ungerader Ordnung mit entgegengesetztem
Vorzeichen, so ist die Matrix indefinit. (Es gibt auch indéén
Matrizen, fir die diese Bedingung nicht erfullt ist.)

a) ‘10;\ 103\ ‘ = (10-2)(10—A) —64=A%—-20A +100-64= A2—20A +36=0,
A2 =10+ +/100-36=10+8= {13
EVZUEWA,=2: 8 § EVZUEWA,=18: _g8 8
8 8 8 -8
11 1 -1
X1+X% =0 X1 —X2 =0

-1 1
EV c< 1) EV D(l)
<_i) . (i) = 0, tatsachlich orthogonal.
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Beide EW> 0, also positiv definit. Das ergibt sich auch mit dem Kriteriuon Sylvester:

10> 0, 13 13 =100-64= 36> 0, also beide Hauptminoren positiv.
b) 10-24 10 1 _ (10—-2)(10—A) — 100= A?—20A +100-100=A2—20A =A (A —20)=0
10 10-A| a - a -
A1=0,A2=20
EVzZuEWA;=0: 10 10 EVzZuEWA,=20: —10 10
10 10 10 —-10
1 1 1 -1
EV und Orthogonalitat wie bei a).
Beide EW> 0, also positiv semidefinit. Das Kriterium von Sylvestefdi¢ hier kein Ergebnis:
10> 0, 18 18 =0, also weder positiv noch negativ definit.
10-A 26 | 2 2 _
C) ‘ 26 10-A ‘ =(10—2A)(10—A) —676=A“—20A +100-676=A“—20A —576=0,
A1j2 = 10+ /100+576= 104 26 = {‘;2
EVzZuEWA;=-16: 26 26 EVZUEWA,=36: —26 26
26 26 26 —26
1 1 1 -1
EV und Orthogonalitat wie bei a).
EW haben entgegengesetztes Vorzeichen, also indefinit.
Beim Kriterium von Sylvester folgt die Indefinitheit aus deegativitat des 2. Hauptminors:
10 26 . -
10> 0, 26 10’ = —576< 0, also indefinit.
—-10-A -8 5 5
d) 8 _10-al T (=10—A)(—10—A) —64=A“4+20A +100-64= A“+20A +36=0,
A1) = —10++/100-36= —10+8= {__12
EVzZuEWA;=-2: -8 -8 EVzZuEWA,=-18: 8 -8
-8 -8 -8 8
1 1 1 -1

EV und Orthogonalitat wie bei a).

Beide EW< 0, also negativ definit. Das ergibt sich auch mit dem Kriterivon Sylvester:

_10<o0, | 10 -8
| -8 1-0

mit — beginnend.

= 100-64= 36> 0, also Hauptminoren alternierendes Vorzeichen,



