Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 16.17

Sei A= (i 3) eine beliebige reelle Matrix vom Typ:22.

a) Ermitteln Sie die Eigenwerte!

b) Wann hat die Matrix zwei voneinander verschiedene réafienwerte?

c) Wann hat die Matrix zwei voneinander verschiedene korgplggenwerte mit nicht ver-
schwindendem Imaginarteil?

d) Wann hat die Matrix einen doppelten reellen Eigenwertlem zwei voneinander linear
unabhangige Eigenvektoren gehdren? Geben Sie in dieséenatiah die Eigenvektoren
an!

e) Wann hat die Matrix einen doppelten reellen Eigenwertjem es nur einen linear unab-
hangigen Eigenvektor gibt?
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b) Die Matrix hat zwei voneinander verschiedene reelle Bigarte fir (a—d)?+4bc > 0.

c) Die Matrix hat zwei voneinander verschiedene komplexgeR&iverte mit nicht verschwinden-
dem Imaginarteil fir (a—d)?+4bc < 0. Diese Eigenwerte sind dann zueinander konjugiert
komplex.

d) Die Matrix hat zwei voneinander verschiedene reelle Bigte fir (a—d)?+4bc= 0. Man
spricht dann davon, dass difgebraische Vielfachheitdes Eigenwerts gleich 2 ist.

Damit es zu diesem Eigenwert zwei linear unabhéangige Eggje¢aven gibt, muss dass ho-

mogene lineare Gleichungssyste a-A b X1 0 zwei linear unabhangige
o d—A X2 0

Ldésungen haben. Da die Anzahl der linear unabhéngigen lgésuaines homogenen Glei-

chungssystema minus Rang der Matrix ist, muss ra<ga;)\ dE)\) =0 und folglich

a—A=b=c=d—A =0, d.h.a=d(=A) undb=c=0 sein.
Ein doppelter Eigenwert mit zwei linear unabhangigen EBwgé&toren liegt also genau dann

vor, wennA = ist. aist dann doppelter Eigenwert. Eigenvektoren sind alle bgsmn

ao
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von{, o %)= \o , d.h. alle Vektoren deR<. Zwei linear unabhéngige Eigenvekto-

ren sind z.B. die Einheitsvektore(wé) und (2)

In diesem Falle spricht man dann davon, dass auclyelenetrische Vielfachheitdes Ei-
genwerts (Dimension des zugehdrigen EigenunterraumsjeriMenge aller Eigenvektoren)
gleich 2 ist.
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Aufgabe 16.17

e) Nach dem Ergebnis von d) gibt es einen doppelten Eigertalggbraische Vielfachheit 2) mit
nur einem linear unabhangigen Eigenvektor (geometriscbkachheit 1), wenn(a—d)2+

4bc=0 undb+#0 oderc#0 ist.
(a=d muss nicht explizit gefordert werden, da aug d fur (a—d)2—|—4bc:0 automatisch
bc+#£0 folgt, so dass dann sogaundc ungleich 0 sind.)



