
Aufgabe 16.17

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Sei A =

(

a b
c d

)

eine beliebige reelle Matrix vom Typ 2×2.

a) Ermitteln Sie die Eigenwerte!
b) Wann hat die Matrix zwei voneinander verschiedene reelleEigenwerte?
c) Wann hat die Matrix zwei voneinander verschiedene komplexe Eigenwerte mit nicht ver-

schwindendem Imaginärteil?
d) Wann hat die Matrix einen doppelten reellen Eigenwert, zudem zwei voneinander linear

unabhängige Eigenvektoren gehören? Geben Sie in diesem Falle auch die Eigenvektoren
an!

e) Wann hat die Matrix einen doppelten reellen Eigenwert, zudem es nur einen linear unab-
hängigen Eigenvektor gibt?

Lösung:
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b) Die Matrix hat zwei voneinander verschiedene reelle Eigenwerte für (a−d)2+4bc> 0.

c) Die Matrix hat zwei voneinander verschiedene komplexe Eigenwerte mit nicht verschwinden-
dem Imaginärteil für(a−d)2+4bc< 0. Diese Eigenwerte sind dann zueinander konjugiert
komplex.

d) Die Matrix hat zwei voneinander verschiedene reelle Eigenwerte für (a−d)2+4bc= 0. Man
spricht dann davon, dass diealgebraische Vielfachheitdes Eigenwerts gleich 2 ist.

Damit es zu diesem Eigenwert zwei linear unabhängige Eigenvektoren gibt, muss dass ho-

mogene lineare Gleichungssystem
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zwei linear unabhängige

Lösungen haben. Da die Anzahl der linear unabhängigen Lösungen eines homogenen Glei-

chungssystemsn minus Rang der Matrix ist, muss rang

(
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c d−λ
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= 0 und folglich

a−λ =b=c=d−λ =0, d.h.a=d(=λ ) undb=c=0 sein.

Ein doppelter Eigenwert mit zwei linear unabhängigen Eigenvektoren liegt also genau dann

vor, wennA =

(

a 0
0 a

)

ist.a ist dann doppelter Eigenwert. Eigenvektoren sind alle Lösungen

von
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0 0
0 0
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=
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0
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, d.h. alle Vektoren desR2. Zwei linear unabhängige Eigenvekto-

ren sind z.B. die Einheitsvektoren

(

1
0

)

und

(

0
1

)

.

In diesem Falle spricht man dann davon, dass auch diegeometrische Vielfachheitdes Ei-
genwerts (Dimension des zugehörigen Eigenunterraums, d.h. der Menge aller Eigenvektoren)
gleich 2 ist.
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e) Nach dem Ergebnis von d) gibt es einen doppelten Eigenwert(algebraische Vielfachheit 2) mit
nur einem linear unabhängigen Eigenvektor (geometrische Vielfachheit 1), wenn(a−d)2+
4bc= 0 undb 6=0 oderc 6=0 ist.

(a=d muss nicht explizit gefordert werden, da ausa 6=d für (a−d)2+4bc=0 automatisch
bc6=0 folgt, so dass dann sogarb undc ungleich 0 sind.)


