Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 15.29

t —sint
Gegeben sei die Kurvé(t)=| 1—cod |, teR.
0

a) Diskutieren Sie den Verlauf der Kurve und skizzieren &é s

oy 4l gl AR
Hinweis:d—y:dy/dt:)—_/, d_yzﬁzdx/dt:xy_—xy
dx dx/dt x> dx2 dx dx/dt x3

Im Folgenden soll nur der Abschnitt der Kurve vioa 0 bist = 27T betrachtet werden:

b) Bestimmen Sie das begleitende Dreibein!
Hinweis: 1 — cog = 2sirf E, sint = ZsinE2 costé
c) Bestimmen Sie den Krimmungsradius!
d) Ermitteln Sie die LAnge des Kurvenabschnitts!
e) Ermitteln Sie den Inhalt der von dem Kurvenabschnitt uerkdAchse begrenzten Flache!

LOosung:

a) Die Kurve liegtin dex-y-Ebene. Die Funktior(t) =t—sint wachst weger'(t)=1—cos >0
monoton von-c nach+oo, sie ist sogar Uberall streng monoton wachsend, da die tbigi
nur an isolierten Stellen gleich O wird. Weiterhin ist wegeh< cost <1 das Intervall0, 2|
Wertebereich voiy(t). Also kann die Kurve in dex-y-Ebene als Funktiog(x) mit Definiti-
onsbereiciR und WertebereiclD, 2] dargestellt werden.

Betrachtung der Funktioy(x):
Nullstellen:y(t) =1—cos =0 < t=2lm, | ganze x=2lm, | ganz
y sint

X)) ==
Y X 1-cos
Da der Nenner nichtnegativ ist, hafx) das gleiche Vorzeichen wie diny'(x) = 0 kann nur

fur t = kmirgelten. Fuk = 2|1 4 1 ist der Nenner gleich 2, so dass eine Nullstelle vorlidgt, f

: : : . sint . cogt
k = 2| hingegen gilt nach der I'Hospitalschen Regel lim— = |lim —— = +oo,
t—kmt0l—cost  t—km0 Sint

d.h. die Funktiory(x) hat in ihren Nullstellenx = 2l rreinen Knick mit senkrechter Tangente.
In den Ubrigen Punkten gilt

>0, 2An<x<(2+1)m monoton wachsend
Y(X)¢ =0, x=(2+21)m = Maximumy(x) = 2,
<0, (2A+1)m<x<(2+2)mr monoton fallend
j—%y (1—cost)cog—sirtt -1 1
}/’(x):xy.sxy:( cost)co 3SI - 3= 5 <0 = Uberall konkav.
X (1—cogt) (1—cogt) (1—cogt)
\/W
—om T | n 21 3 4m

Die Kurve wird als Zykloide bezeichnet.

t—sint\ 1— cost 2sirt 5 sin%
b) X(t)=| 1—cost |, X(t)=[ sint | = 2sinjcos} | =2sin [ cos; |,
0 0 0 0
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Aufgabe 15.29 2

: .t .ot t .t . t
= — — — = — | = — —<
[IX(t)]] 2|S|n2|\/sm2 > +cog > 2| S|n2| 25|n2 wegen 0< 5= also

, X(t) sin
Tangenteneinheitsvektor (t) = ——— = | cos; |,
X 0

Hauptnormalenrichtung'(t):é —siny |, [T®)] =3,

T cos;
Hauptnormaleneinheitsvektd¥ (t) = — = | —sin35 [,

Tl 0

0

BinormaleneinheitsvektoB(t) = T(t) x N(t)={ O
-1

(Das ist ohnehin offensichtlich, da die Kurve in dey-Ebene verlauft.).

21 T3

Begleitendes Dreibein: N

{T(),N),B(t)} =

@

2sin
c) Krimmungsradiup(t) = HX(t)' = l 2 :4sin% -4
Tl 2 ==

2m 2
d) Bogenlanges:/\/xz—i—yzdt:/\/(1—cost)2+sin2tdt:
0 0

2m 2 2m
:/\/1—Zcost+co§t+sin2tdt:/\/2(1—cost)dt:/,/4sinz%dt
0

21T
t t 21T
_2/sm dt = 4/S|n d—:—4cos—’ 4(—1—1):§
0

e) x(0) =0, x(2m) = 2m,

X=2TT t=2rm 21T

A= /ydx— /y—dt /yxdt /1 COSt)Zdt:/(l—ZCOS—i—COSZI)dt

0
2n
0 2 T

t —|— sint CO§

=t—2sint
+ 2




