Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 15.21

Geben Sie eine nattrliche Parametrisierung, das ist eir@nieterdarstellung, bei der der
Parameter die Bogenlange ist, des Kreises an, der beimtSdeniEinheitskugel des drei-
dimensionalen Raumes mit der Ebene x entsteht und bestimmen Sie sein begleitendes
Dreibein!

Losung:

Die Ebeney=x! enthalt den Koordinatenursprung, so dass der MittelpdektSchnittkreises der
Koordinatenursprung ist.

Einsetzen vorx=Yy in die Gleichung der Einheitskugef+y?>+7z° =1 liefert 2°+722=1. (Die
Projektion des Schnittkreises in diez-Ebene ist eine Ellipse.) Deshalb kann man die Parameter-

1 :
darstellungxk= — cost, z=sint verwenden.

V2
X(t) % cost
Tatsachlich gilt furx(t)= [ y(t) | = % cost | sowohlx(t) =y(t) als auch(x(t))*+(y(t))*+
z(t) sint

(z(t))?=1, so dass durch diese Vektorfunktion tatsachlich der Siseis beschrieben wird.

Offensichtlich wird ein voller Durchlauf fur €t < 2 erreicht, fur die von O bis durchlaufene
Bogenlange gilt

t t t t
s t):o/ni(r)ndr:o/\/(X(r)>2+(y(r>)2+('z(r>)2dr:0/\/% sir? r—|—%sin2 T+co§rdrzo/dr:t,

1

X(s) 75 COSS

so dass eine natirliche Parametrisierung vorli&gs) = | y(s) | = % COSs
Z(s) sins

Fur natirliche ParametrisieruXgs) vereinfachen sich die z.B. bei Aufgahé.19angegebenen
Formeln fir die Vektoren des begleitenden Dreibeins unddienmung zu

TangenteneinheitsvektorT (s) =X(s) (Wegens(t) =||X(t)|| (s. oben, vgl. auch z.B. Aufgabe
15.17) gilt n&mlich furs=t die Beziehung|X(s)||=1.)

Krimmung: k (s) = [X(s)|

(s _ K9 _T(s)
o KO )
N(s)

HauptnormaleneinheitsvektoN(s) =

X —u —u

BinormaleneinheitsvektorB(s) =T (s)

Fur den betrachteten Schnittkreis ergibt sich

l .
——=sins
NN BV
T(s)=X(s)= —5Sins |,
COSsS
—%coss
X(s) = —%coss , K(S)=||X(s)||=1 (wie nicht anders zu erwarten, da Kreis mit Radius 1),
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) —L coss
N O Y
N(s)_@_i(s)_ —ﬁ.coss ,
—sins
i i k L (1
B(s)=T(s) xN(s)=| —5sins —sins  coss =—=|-1
—%coss —%coss —sins 0

Der Binormalenvektor ist Stellungsvektor der Schmiegebaeren Gleichung somit—y =0
lautet. Das muss so sein, da der betrachtete Kreis ja sogal&ti in dieser Ebene liegt.



