Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 15.3

Betrachtet werden die Kurvey(t) = (;ig;) — (Z?:r:) %o(t) = (;ZE:;) _ <Z(|)nstt)

_ (Xa(t)\ (—cosht) . .
und Xg(t)_<y3(t))_< sinht) jeweils furt eR.

a) Zeigen Sie, dass codh-sintft=1 gilt! Welches Analogon hat diese Beziehung fiir
Winkelfunktionen?

b) Berechnen Sie die Tangentenvektoren fiir die drei Kurven!

c) Geben Sie mithilfe der Beziehungen aus a) parametei@lgEehungen der drei Kurven
an!

d) Stellen Sie die drei Kurven grafisch dar! Wie oft werdenKlieven flir —oo <t < oo durch-
laufen?

e) Beschreiben Sie die in der oberen Halbebene (einsdclie8Achse) gelegenen Teile der
drei Kurven als Funktionep= fi(x), i=1,2,3!

f) Berechnen Sie fur die drei Funktionen die Ableitug)é zum einen mithilfe der Formel
dy dy/dt _y(t)
dx dx/dt  X(t)

g) Die Funktionenfy(x), f2(x) und f3(x) sollen zu einer einheitlichen Gber der gesamten
x-Achse definierten Funktion zusammengefasst werden. Bsibelm Sie diese Funktion
durch einen einheitlichen Ausdruck!

h) Berechnen Sie die Gleichungen der Tangenten an die gegell@irven in den Punkten

(1/2,4/3/2), (1,0) und(2,+/3) und zeichnen Sie die Tangenten in das Bild aus d) ein!

ausX’(t), zum anderen al§'(x) !

LOosung:

i\ 2 N2 A (2o a2t
a) cosﬁt—sinf?t:(et—i_zet) +<e‘—2et) :(e2t+2+e )4(62 2+e )_gzl

Dies entspricht fiir Winkelfunktionen dem Satz des Pythagazodt+sint=1.

o) %)= (pan )+ %' 0=("opg )+ 0= (o)

C) X1(t) undXz(t): x*—y?=1 (Hyperbel) d)
Xo(t): X2+y? =1 (Kreis)

X3(t)

X1(t) undX3(t) werden einmal durchlaufen, da
der Sinus Hyperbolicus monoton veso nach
oo Wachst.

X2(t) wird unendlich oft durchlaufen, da Sinus__,
und Kosinus periodisch mit gleicher Perioden-
lange sind.

Bei h) berechnete Tangenten:
x+v/3y=2  furden Punkt(1/2,v/3/2),
x=1 fur den Punkt(1,0),
2x—+/3y=1 fiir den Punkt(2,/3).
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e) X1 (t) undXz(t): y?=x>—1, y=v/x2—1
Xo(t): y?=1-x%, y=v/1—x2 (da jeweils obere Halbebene)
fi(X)=vx2-1, 1<x,
fo(x) =vV1-x2, —1<x< 1,
fa(x)=vx2—1, x<—1
dy1 yy(t) cosh , 2x X
f) X1(t): —= =——=cotht, fj(X)= =
) %) dxg X (t)  sinht 13 2WV/—1 VX—1 .
(Wg.y>0 (obere HE) isfy=+/x2—1, so dass sich in beiden Féll%(/n: Z(i):ht ergibt.)
dy, yl2<) cost / —2X X
Xo(t): —= = —cott, f,(X)= =—
2t de X)) —sint 2% 2V1-x2  J/1-x2 . cog
(Wg.y>0 (obere HE) isy=+/1—x2, so dass sich in beiden Féllergr/:—ﬁ ergibt.)
t
ga(t): Da_Yal) _ costt o gy X

T dxs  Xa(t)  —sinht 2V2—1 JX-1
(Wg.y>0 (obere HE) isy=+/x2—1, so dass sich in beiden Féll)e;rt —costt ergibt.)

cos
sinht
9) f0)=+/]=1], xeR

h) (1/2,/3/2) liegt wegerx®+y?=1 auf dem Kreistx(t), dabei ist

(-2 ( 1), %3 (1?). deTengentastumne 3 () u( 1)

Man kann auch mit mit der Darstellunfg(x) argumentieren, die Tangentengleichung ergibt

sichdazuTl(x):f2<})+f§<}) (x—%) \f) ;:_)’( %) \% ;_X d.h. x+v/3y=2,

das ist die parameterfreie Darstellung der oben mit denmiReteau beschriebenen Gerade.

(1,0) liegt wegenx?+y? =1 auf dem Kreistx(t) und auf dem rechten Hyperbelzweigt),
dabei ist

X2(0) = ((1)) , %'(0)= ((1)) die Tangente an den Kreis alS&angente= (Cl)) +u ((1)) .

X1(0)= (Cl)) %1/ (0)= (2) , die Tangente an die Hyperbel also ad¢khgente= ((1)) +u ((1)) .

Fur die Darstellungeriz(x) und f1(x) streben die Ableitungen fit— 1 gegen—c bzw.o,
so dass sich die senkrechte Geradel ergibt, das ist die parameterfreie Darstellung der
angegebenen Gerade.

(2,4/3) liegt wegenx?>—y> =1, x> 1 auf dem rechten Hyperbelzweiq(t). Da sich der
Tangentenvektor einfach durch Vertauschen der Komponedge Ortsvektors ergibt, muss
man den Parameténicht explizit berechnen. Es gilt

_ 2 - 3 3
X1(f) = <\/§> X' (f) = (é_) die Tangente alsGrangente= <\/§) +u <\2[)

Man kann auch mit mit der Darstellurfg(x) argumentieren, die Tangentengleichung ergibt
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sich da zuTy(x) = f1(2)+ f5(2) (x—2) = \/§+%(x— 2)= —%Jr%

das ist die parameterfreie Darstellung der angegebenetdGer

x, d.h. x—+/3y=1,



