
Aufgabe 14.36

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Über dem Intervall(0,2]={x∈ R : 0<x≤2} sei
die in der Abbildung dargestellte Funktionf (x)
definiert.
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Die Funktion f (x) werde 2-periodisch auf die gesamte reelle Achse fortgesetzt.

a) Berechnen Sie die Fourierreihe dieser Funktion!
b) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?
c) Geben Sie die komplexe Form der Fourierreihe an!

Lösung:

a) f (x)∼
∞

∑
k=1

(akcoskπx+bk sinkπx)

ak =

2
∫

0

f (x) coskπxdx, bk =

2
∫

0

f (x) sinkπxdx

ak =

1
∫

0

x coskπxdx+

2
∫

1

coskπxdx

∫

xcoskπxdx= x
sinkπx

kπ
−

∫

sinkπx
kπ

dx= x
sinkπx

kπ
+

coskπx

(kπ)2

ak =

[

x
sinkπx

kπ
+

coskπx

(kπ)2

]1

0

+

[

sinkπx
kπ

]2

1
=

coskπ −1

(kπ)2
=







−
2

(kπ)2 k ungerade

0 k gerade,6= 0

k= 0 : a0 =

1
∫

0

xdx+

2
∫

1

dx=

[

x2

2

]1

0
+[x]21 =

3
2

bk =

1
∫

0

x sinkπxdx+

2
∫

1

sinkπxdx

∫

xsinkπxdx=−x
coskπx

kπ
+

∫

coskπx
kπ

dx=−x
coskπx

kπ
+

sinkπx

(kπ)2

bk =

[

−x
coskπx

kπ
+

sinkπx

(kπ)2

]1

0

−

[

coskπx
kπ

]2

1
=−

coskπ
kπ

−
cos2kπ

kπ
+

coskπ
kπ

=−
1

kπ

Fourierreihe: f (x)∼
3
4
−

2
π2

∞

∑
l=1

cos(2l−1)πx

(2l−1)2
−

1
π

∞

∑
k=1

sinkπx
k

b) Konvergenz gegen







f (x) x 6= 2l

1
2

x= 2l
, l ∈ Z
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c) f (x)∼
∞

∑
k=−∞

ck eikx

c0 =
a0

2
=

3
4

k≥ 1 : ck =
1
2
(ak− ibk) =















−
1

k2π2 +
1

2kπ
i k ungerade

1
2kπ

i k gerade

c−k =
1
2
(ak+ ibk) =















−
1

k2π2 −
1

2kπ
i k ungerade

−
1

2kπ
i k gerade

Da bei−k auch im hinteren Term−k steht, giltck =















−
1

k2π2 +
1

2kπ
i k ungerade

1
2kπ

i k gerade
ein-

heitlich fürk 6= 0. Also ergibt sich als komplexe Form der Fourierreihe

f (x)∼
3
4
−

1
π2

∞

∑
l=−∞

ei(2l−1)x

(2l −1)2 +
i

2π

∞

∑
k=−∞
k6=0

eikx

k
.


