Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 14.35

- l-cost, —m<t<O - ,
< = ’
Die uber dem Intervall- <t < mrdurch g(t) cos—1  0<t<m definierte Funktion
werde periodisch auf die gesamte reelle Achse fortgedeitztso entstandene Funktion soll

Uberall mitg(t) bezeichnet werden.

a) Skizzieren Sie die Funktiay(t)!
b) Entwickeln Sie die Funktiog(t) in eine Fourierreihe!

Hinweis: sinx cosy = sin(x+y) +sin(x—y)

2
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

d) Kann die Funktiorg(t) an der Stellép=0 bzw. an der Stellgy=1/4 in eine Taylorreihe
entwickelt werden? Fuhren Sie die Entwicklung aus, wenmu&glich ist!

K(k+1)
2

zusammengefasste Darstellung der Reihe die Verwendun@lmtsucks(fl)@ nitzlich.
e) In welcher Situation ware die Taylorentwicklung aus dyegaiber der Fourierentwicklung
aus b) zu bevorzugen?
f) Fur welchet konvergiert die ermittelte Taylorreihe? Wann liegt nacimdgatz von Taylor
Konvergenz gegeg(t) vor?

Hinweis: Da genau dann gerade ist, wekbei Division durch 4 den Rest O oder 3 lasst, ist fur eine

LOosung:
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b) Periodenléanger alsog(t) ao-i-z (ax coskt+by sinkt). Dag(t) ungerade ist, gila, =0 Vk.
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Aufgabe 14.35

Da es sich um die Sinuskoeffizienten

handelt, spielt derk=ald keine Rolle. Fik=1 ist

allerdings wegeilk—1=0 die Integration nicht in der angegebenen Form durchfithAker-
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so dass allgemein gilby =
4 k
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Die Fourierentwicklung lautet also
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In der folgenden Abbildung ist die nach dem Term mit siabgebrochene Fourierentwick-

lung mit eingezeichnet.

c) Da die Funktion jeweils im Intervall2l

vergiert die Fourierreihe dort gegen die Funktion selbst.dén Sprungstellen= (2

konvergiert sie dagegen gegéf-2)+2)

d) Voraussetzung fur die Entwicklung in
beliebig oft differenzierbar ist. Fiip=0
rechts—cos0=—1, so dass schon die
wicklung moglich ist. Flrtg = 11/4 exis
wicklung in diesem Punkt mdglich ist:

—1)m<t < (2141)m stetig und monoton ist, kon-

-
/2=0.

eine Taylorreihie é&assg(t) im Entwicklungspunkt
ergibt sich als 2. Ableitung von links cos{L, von
2. Ableitung nicht existiert und damitek&aylorent-

tieren aber alle Ableitungen, so dass die Taylorent-

ot) = cot-1  gm4) = 1/V2Z-1

gty = -sint g(m/4)  =-1/V2

g'(t) =—cost g'(m/4)  =-1/v2

g”(t) = sint g"(m/4) = 1/v2

g¥(t) = cost gW(m/4) = 1/v2

g®(t) = —sint g®(m/4)  =-1/v2

g(t) = cost g(m/4) = 1/V2 (k#£0) Furk=£0 gilt also
g(4k+1) (t> = —sint g(4k+1)(n/4> = _1/\/§ k(k+1)
g *2)(t) = —cost g2 (11/4) = ~1/v/2 g (1) = =1 2
g(4k+3) (t) —  sint g(4k+3)(7-[/4) 1/\/2 4 \/é

Die Taylorentwicklung an der Steltg= 17/4 lautet also
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1 m 1 m2 1 m3 1 m 4
= 1+——(1-(t—=)=-Z=(t—= “(t—= —(t—= ).
+\@( (t-2)-3(-3) +6<t 2) T2lt7) 7 )
e) Da die Taylorentwicklung mit den lokalen Eigenschaften g(t) an der Stellgt/4 arbeitet,

ist sie dann zu bevorzugen, wenn es um das Verhalterg{torin der Néhe dieses Punktes
geht.

k(k+1)

(-1) =2 e .
f) Wegenc,=-—"—— ergibt sich fir den Konvergenzradius
) Wegenc vz o g
|
r = lim || = |im w = lim (k+1) = o, die Taylorreihe konvergiert also uberall.
k—o|Ckr1| koo kly/2 k—>co0

Allerdings ist damit noch nicht gesagt, dass Konvergenzgegt) vorliegt. Die Taylorrei-
he konvergiert in einem Intervall um den Entwicklungspumkenn die Funktion in diesem
Intervall beliebig oft differenzierbar ist und die Folgerdestglieder gegen O konvergiert.
Da die Funktiorg(t) fur t =1 einen Sprung und fir=0 keine 2. Ableitung hat, kann diese
Voraussetzung nur fiire (0, i) erfullt sein.

- g™Y(r) . mynL . (1) Y et o
Das Restglied isRy(t) = nr) <t 4> , T zwischenrt/4 undt. g (t) ist eine ggf.
mit —1 multiplizierte Sinus- oder Kosinusfunktion, sie kannoatetragsmaliig nicht grol3er
(t o n/4)n+1

als 1 werden. Deshalb gi|Rs(t)| < » 0, dader Zahlerin jedem Schritt mit

(n+1)! n— o
(t—rt/4), der Nenner aber mit+1 — oo multipliziert wird. Also konvergiert die Taylorreihe
k(k+1)
. . 1 2 (-1 > T\ K
I Il I =—1+—=Y —(t——) .
im Intervall (0, 1) gegeng(t), dort gilt g(t) + 7 kZO i <t )
In der folgenden Abbildung ist die nach der. Bbtenz abgebrochene Taylorentwicklung mit
eingezeichnet. Die Taylorentwicklung konvergiert Gblegaben die unendlich glatte Funktion
cost—1, den Springen und den Knicken in der Ableitung gér) kann sie nicht folgen.
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