
Aufgabe 14.14

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Die Funktion f (x) =



























−1 −π <x≤−
π
2

sinx −
π
2
<x≤

π
2

1
π
2
<x≤ π

werde 2π–periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!

Hinweis: sinα sinβ =
1
2
(cos(α −β )− cos(α +β ))

c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Lösung:

a) f (x) =























−1 −π +2kπ<x<−
π
2
+2kπ

sinx −
π
2
+2kπ≤x≤

π
2
+2kπ

1
π
2
+2kπ<x≤ π +2kπ

, k∈ Z

−3π 3π−π
x

π
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0
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b) f (x)∼
a0

2
+

∞

∑
k=1

akcoskx+bk sinkx

ak=0,da ungerade (Bei Berechnung wäre Integrandf (x)coskx ungerade⇒ Integral0.)

bk =
1
π

π
∫

−π

f (x)sinkxdx=
2
π

π
∫

0

f (x)sinkxdx (da Integrand gerade)

=
2
π

π/2
∫

0

sinxsinkxdx+
2
π

π
∫

π/2

sinkxdx

=
1
π

π/2
∫

0

(cos(k−1)x−cos(k+1)x)dx+
2
π

π
∫

π/2

sinkxdx

(

da sinα sinβ =
1
2
(cos(α−β )−cos(α+β )) , sinkxsinx=

1
2
(cos(k−1)x−cos(k+1)x)

)

=
1
π

[

sin(k−1)x
k−1

−
sin(k+1)x

k+1

]π/2

0
−

2
π

coskx
k

∣

∣

∣

∣

π

π/2

=
1
π

(

sin(k−1)π
2

k−1
−

sin(k+1)π
2

k+1

)

−
2
π

coskπ−coskπ
2

k
, für k=2,3,4, . . . , da sich fürk=1

Division durch 0 ergeben würde
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k= 1 : b1 =
1
π

π/2
∫

0

(1−cos2x)dx+
2
π

π
∫

π/2

sinxdx

=
1
π

[

x−
sin2x

2

]π/2

0
−

2
π

cosx

∣

∣

∣

∣

π

π/2
=

1
π
·

π
2
−

2
π
(−1) =

1
2
+

2
π

Fürk≥2 sind zur Auswertung der Winkelfunktionen wegen der Vielfachen vonπ/2 vier Fälle
zu unterscheiden:

k=4l : bk =
1
π

(

sin(4l−1)π
2

k−1
−

sin(4l+1)π
2

k+1

)

−
2
π

cos4lπ−cos4l π
2

k

=
1
π

(

−1
k−1

−
1

k+1

)

−
2
π

1−1
k

=
1
π
−k−1−k+1

k2−1
=−

2k
π(k2−1)

k=4l+1 : bk =
1
π

(

sin4l π
2

k−1
−

sin(4l+2)π
2

k+1

)

−
2
π

cos(4l+1)π−cos(4l+1)π
2

k
=

2
πk

k=4l+2 : bk =
1
π

(

sin(4l+1)π
2

k−1
−

sin(4l+3)π
2

k+1

)

−
2
π

cos(4l+2)π−cos(4l+2)π
2

k

=
1
π

(

1
k−1

−
−1
k+1

)

−
2
π

1−(−1)
k

=
1
π

k+1+k−1
k2−1

−
4

πk
=

2k
π(k2−1)

−
4

πk

k=4l+3 : bk =
1
π

(

sin(4l+2)π
2

k−1
−

sin(4l+4)π
2

k+1

)

−
2
π

cos(4l+3)π−cos(4l+3)π
2

k
=

2
πk

b2 =
4

3π
−

4
2π

=−
4

6π
=−

2
3π

, b3 =
2

3π
, b4 =−

8
15π

, b5 =
2

5π
, . . .

Zur Probe könnte man z.B. den Koeffizientenb2 separat berechnen. Man erhält tatsächlich

b2 =
1
π

π
2
∫

0

(cosx−cos3x)dx+
2
π

π
∫

π
2

sin2xdx=
1
π

[

sinx−
sin3x

3

]
π
2

0
−

1
π

cos2x

∣

∣

∣

∣

π

π
2

=
1
π
(1−

−1
3
)−

1
π
(1− (−1)) =

1
π
·
4
3
−

1
π

2=−
2

3π
.

f (x)∼

(

1
2
+

2
π

)

sinx−
2

3π
sin2x+

2
3π

sin3x−
8

15π
sin4x+

2
5π

sin5x+ · · ·

=

(

1
2
+

2
π

)

sinx+
∞

∑
l=1

((

2(4l−2)

π((4l−2)2−1)
−

4
π(4l−2)

)

sin(4l−2)x

+
2

π(4l−1)
sin(4l−1)x−

2(4l)

π((4l)2−1)
sin4lx+

2
π(4l+1)

sin(4l+1)

)
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F1(x) =

(

1
2
+

2
π

)

sinx

−3π 3π−π
x

π
–1
0

1 

F2(x) =

(

1
2
+

2
π

)
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3π
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−3π 3π−π
x

π
–1
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1 

F3(x) =
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1
2
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2
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2

3π
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2
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π
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1
2
+

2
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3π
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2
3π

sin3x−
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π
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1 
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1
2
+

2
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2

3π
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2
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π
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F6(x)

−3π 3π−π
x

π
–1
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1 

c) Nach dem Satz von Dirichlet konvergiert die Fourierreihegegenf (x) für x 6=(2m+1)π und

gegen
1+(−1)

2
=0 für x=(2m+1)π .
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π
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