
Aufgabe 14.10

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Sie Funktion f (t) = et , −π < t ≤ π werde 2π–periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Lösung:

Fourierreihen (für periodischeFunktionen)

Periodenlänge 2π

f (t)∼
a0

2
+

∞

∑
k=1

(ak coskt+bk sinkt)

ak =
1
π

π
∫

−π

f (t) cosktdt

bk =
1
π

π
∫

−π

f (t) sinktdt

PeriodenlängeT

f (t)∼
a0

2
+

∞

∑
k=1

(

ak cosk
2π
T

t +bk sink
2π
T

t

)

ak =
2
T

T/2
∫

−T/2

f (t) cosk
2π
T

t dt

bk =
2
T

T/2
∫

−T/2

f (t) sink
2π
T

t dt

a) eπ ≈23.14
e−π ≈ 0.04

Periodenlänge 2π , weder gerade noch ungerade
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b) ak =
1
π

π
∫

−π

et cosktdt, k= 0,1,2, . . .

∫

et cosktdt = et coskt+k
∫

et sinktdt

= et coskt+ket sinkt−k2
∫

et cosktdt

(

1+k2)
∫

et cosktdt = et coskt+ket sinkt

∫

et cosktdt =
et coskt+ket sinkt

1+k2

ak =
1
π

π
∫

−π

et cosktdt =
et coskt+ket sinkt

π(1+k2)

∣

∣

∣

∣

π

−π
=

eπ coskπ −e−π coskπ
π(1+k2)

=
2(−1)k sinhπ

π(1+k2)
, d.h. insbesonderea0 =

2sinhπ
π

(

sinht =
et −e−t

2

)
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bk =
1
π

π
∫

−π

et sinktdt, k= 1,2, . . .

∫

et sinktdt = et sinkt−k
∫

et cosktdt

= et sinkt−ket coskt−k2
∫

et sinktdt

(

1+k2)
∫

et sinktdt = et sinkt−ket coskt

∫

et sinktdt =
et sinkt−ket coskt

1+k2

bk =
1
π

π
∫

−π

et sinktdt =
et sinkt−ket coskt

π(1+k2)

∣

∣

∣

∣

π

−π
=

−keπ coskπ +ke−π coskπ
π(1+k2)

=−
2k(−1)k sinhπ

π(1+k2)

Fourierentwicklung also

f (t)∼
sinhπ

π
+

∞

∑
k=1

(

2(−1)ksinhaπ
π(1+k2)

coskt−
2k(−1)k sinhπ

π(1+k2)
sinkt

)

∼
2
π

sinhπ

(

1
2
+

∞

∑
k=1

(−1)k

1+k2(coskt−ksinkt)

)

∼
2
π

sinhπ
(

1
2
+

[

−
1
2
(cost −sint)+

1
5
(cos2t −2sin2t)∓ . . .

])

Fn(t) =
2
π

sinhπ

(

1
2
+

∞

∑
k=1

(−1)k

1+k2(coskt−ksinkt)

)
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F0(t) =
sinhπ

π
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F1(t) =
sinhπ

π
(1−cost+sint)
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F2(t)
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F3(t)
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F4(t)
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F5(t)
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c) Satz von Dirichlet: In Stetigkeitspunkten Konvergenz gegen f (t),

an Sprungstellen gegen
f (t+0)+ f (t−0)

2
.

Also: Fn(t) −−−→
n→∞







f (t), t 6= (2l+1)π
eπ +e−π

2
= coshπ , t = (2l+1)π

.
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f (t) undF0(t) bisF7(t)


