Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 14.8

Entwickeln Sie die Funktionf(x) =x, 0<x<m

a) in eine reine Kosinusreihe,
b) in eine reine Sinusreihe!

c) Bestimmen Siez !
K=0

(2k+1)2

LOosung:
Fourierreihen (fir periodischeFunktionen)

Periodenlange 2 Periodenlang&

- a <o 21 . 2T
f(x) ~ % + 3 (akCoKx-+ by sinkx) F(x) ~ = + k; (akcosk?x+ bksmk?x)
m k=1 T/2
1 2 21
ax = — [ f(X) coskxdx &= / f(x) cosk?xdx
17 2 ' 2
b= — / f(x) sinkxdx b= = / f (x) sink?nxdx
o ~T/2

Einereine Kosinusreiheergibt sich furgerade Funktionen einereine Sinusreiheergibt sich
fur ungerade Funktionen

Fir die gestellte Aufgabe muss also die Uf@err definierte Funktion zunéchst gerade bzw. un-
gerade auf—r,0) fortgesetzt werden. Anschlief3end ist die nun Uberr, 1] definierte Funktion
periodisch fortzusetzen, so dass sich die Periodenlangedgibt.

a) f(x)=x, 0<x<m muss gerade ayfm, 11| fortgesetzt werden:
f(x)=|x|, —m<x<T Diese Funktion ist dann periodisch fortzusetzen, Peritsoge 2r.

-3 -t | T 3n 5T

f(X) ~ =+ ) (axcoskx+ by sinkx)

T
1 2
= |X| coskxdx = p / x coskxdx, da Integrand gerade
- 0

by =0, da gerade (Bei Berechnung wére Integraiginkx ungerade—>- Integral 0.)

—~—x N|&

sinkx sinkx xsinkx coskx ..
/xcoskxdx_x T k dx = ” + 2 fur k=#£0
—E/n—xdx—gx_zn—gf—n’
%= T m2|, m2
0
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B g/xcoskxdx— g xsinkx+cosl<x
&= no o k k2

— (coskmr—1) = niz (-1)*-1)

_ —%, k ungerade
0, k gerade+£ 0

Da f(x) uberall stetig ist, konvergiert die Fourierreihe Ubersdl dass

m 4 cosX cosx m 42 cog2k+1)x .
f ==——|COX+—FF—F+—F—+... | =57 —— —_— It.
X=73 < ? ) 2 "kZo (2k+1)? J
m 4 2 coq2k+1)x
Font1(X) = 5T > 5(72)
o (2k+-1)
_ 4
Fo(x) = > Fi(x) = 5~ 0O
TC Tt
X W
-3n -Tt T 3n 51 -3n - T 3n 51
4 X 4 X 5
Fa(x) = 7_217 = ( osxt 222 ) Fs(x) = 7—2T— - (cosx+ CO; c0255 )
/\NW /VW/
-3n - | I 3n 5‘?{ -3n - T 3n 5>;[
4 cosX cosxX cosk Fo(X)
H(X)_E_E(COS’(JF o 25 "Ta9 )

-3n - T 3mn 5m -3n - T 3mn 5m

b) f(x)=x, 0<x<m muss ungerade a(f m, 11| fortgesetzt werden:
f(x) =x, —m<x< . Diese Funktion ist dann periodisch fortzusetzen, Peritithge 2t.
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f(X) ~ % + Y (aCcoskx+ by sinkx)
K=1

T T
by = I—lT/xsinkxdx: 7—2T/x sinkxdx, da Integrand gerade
—7T 0
ax = 0, da ungerade (Bei Berechnung ware Integracmskx ungerade=>- Integral 0.)

/xsinkxdx—x coskx +/COSkde— xcosl<x+sinkx
- k k - k k2

(k=0 kommt nicht vor, da Sinuskoeffizient.)
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2 . 2 /xcoskx sinkx\ |
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(0 ~2(sinx— SN sind_sin& ) _, ¢ (ZL] "sinkx

2 3 4 K=1 k

N (—1)%Lsinkx
Fn(X):Z
PR

F1(x) = 2sinx Fo(x) =2 (sinx- sin2x)
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F(x) = 2 (smx— SII;Z( N sin 3() _5 (smx sm2< sm3< sn;éb()
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sinx  sinX  sin4 sin5x) Fe(x)

F5(x):2<sinx— 5+
%/WAMA/\X\ﬂ/\“/\/W/%

O T s T T T

Nach dem Satz von Dirichlet konvergiert die Fourierreihgagef (x) fur x# (2m+1) 7 und
m+(—mn)
2

gegen

=0 fur x=(2m+1)m.

c) Da die Fourierreihe aus a) tberall konvergiert, konwtgie auch fuk=0, also gilt
m 42 1 A | g

0=1(0)=-—= und damit =—,
=3 "kZo (2k+1)? kZO (2k+1)?> 8

1 1 1 1 A
1 .= __~1.2337.
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