
Aufgabe 14.6

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Seim eine beliebige reelle Zahl.

a) Entwickeln Sief (x) = (1+x)m nach Potenzen vonx !
b) Beweisen Sie mit Hilfe des Quotientenkriteriums, dass die Reihe für|x|<1 konvergiert!

c) Zeigen Sie, dass für|x|< 1 (1+x)−3=
∞

∑
n=0

(n+1)(n+2)
2

(−x)n gilt!

d) Stellen Sie 1.001−3 und die Approximation davon durch Taylorpolynome nullten,ersten,
zweiten und dritten Grades gegenüber!

Lösung:

a) f (x)=(1+x)m f (0)=1
f ′(x)=m(1+x)m−1 f ′(0)=m
f ′′(x)=m(m−1)(1+x)m−2 f ′′(0)=m(m−1)
f ′′′(x)=m(m−1)(m−2)(1+x)m−3 f ′′(0)=m(m−1)(m−2)
. . . . . .

f (n)(x)=m(m−1)(m−2) · · ·(m−n+1)(1+x)m−n f (n)(0)=m(m−1)(m−2) · · ·(m−n+1)

(1+x)m = 1+mx+
m(m−1)

2
x2+

m(m−1)(m−2)
1 ·2 ·3

x3+ · · ·+
m(m−1) · · ·(m−n+1)

n!
xn

+ · · ·=
∞

∑
n=0

(

m
n

)

xn

b) Quotientenkriterium:
an+1

an
=

m(m−1)···(m−n)
(n+1)! xn+1

m(m−1)···(m−n+1)
n! xn

=
m−n
n+1

x−→−x für n→ ∞

=⇒

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

≤ q< 1 ab gewissemn für |x|< 1.

Nach dem Quotientenkriterium liegt damit für|x|< 1 Konvergenz vor.

c) Für m=−3 gilt

(

m
n

)

= (−3)(−3−1)···(−3−n+1)
1·2···n = (−3)(−4)···(−(n+2))

1·2···n = (−1)n (n+1)(n+2)
2 =⇒

(1+x)−3 =
∞
∑

n=0
(−1)n (n+1)(n+2)

2 xn =
∞
∑

n=0

(n+1)(n+2)
2 (−x)n.

d) (1+x)−3 = 1−3x+6x2−10x3± . . . ,
P0(0.001) = 1,
P1(0.001) = 0.997,
P2(0.001) = 0.997006,
P3(0.001) = 0.997005990000, 1.001−3 = 0.997005990015.
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