Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 14.2

a) Entwickeln Sie die Funktiofi(x) = T xan der Stelley = 0 in eine Taylorreihe!

b) Untersuchen Sie die absolute Konvergenz der Taylorraihglilfe des Quotientenkriteri-
ums!

c) Zeigen Sie, dass die Taylorreihe in jedem Interjalb] mit —1 < a < b < 1 gleichmafig
konvergiert!

d) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe!
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b) Reihey ax konvergiert absolut, wenp |ay| konvergiert
Quotientenkriterium fur Konvergenz der Zahlenrejha, mit positiven Gliedern:

<1 Reihe konvergent
=1 so nicht entscheidbar
>1 Reihe divergent
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Fur festeist y (—1)kx" Zahlenreihe. Zur Untersuchung der absoluten Konvergendeme
die Betrage der Reihenglieder betrachtet:

lim |ak+1‘ — lim | k+1|
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IX <1: Reihe konvergiert absolut (und damit auch einfach)
d.h.: ¢ [x]=1: Kkeine Aussage
X >1: Reihe divergiert absolut
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Offensichtlich ist aber die RelheZ)( XK = Z D =1 —x+x2—xC+... fir
x=1 unbestimmt und fix=-1 bestlmmt dlvergent

Die Reihe konvergiert absolut genau dann, wéxjr< 1 gilt, in diesem Falle ist sie auch

einfach konvergent und es giIZ)(—l)kxk = %(

c) Nach b) konvergiert die Reihe fiix| < 1, allerdings kdnnen zu dexaus diesem Bereich
unterschiedliche Konvergenzgeschwindigkeiten gehdren.

Eine Funktionenreiheg f(X) konvergiert gleichmafig uber dem Intervél b], wenn fiir
=0
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alle e >0 eine einheitliche (d.h. vonunabhangiges) naturliche Zaty(¢) exisitiert, so dass

§ fk(x)—g fu(X)| < e furallen>ng(¢), x€[a,b] gilt.
k=0 k=0

GleichmaBige Konvergenz kann mit dem Weierstraszchenrmajmkriterium gezeigt wer-
den: Z fk(x) konvergiert gleichmafig, wenn eine konvergente Zahléﬂr@ak mit | fie(X)| <
aK fur aIIek X€ [a, b] existiert (,Majorante”).

Sei nuns=max(|a/, |b|). Wegen der Voraussetzung von c) gilt offensichtligh< 1, folglich
konvergiert die geometrische Reif% =1

Fir allexe [a, b gilt dann|x| < sund damit auc%(— ky k’ <&, so dass nach dem WeierstraR-

schen Majorantenkriterium aus der Konvergenz @ré‘ die gleichmalRige Konvergenz von
5 (—1)*K fur xe [a, b] folgt.

d) r heiRt Konvergenzradius vopcexX, wenn die Reihe fir allgx| < r absolut konvergiert und
fur alle |x| >r divergiert. Nach b) ist offensichtlich=1.
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(ergibt sich aus Quotienten- bzw. Wurzelkriterium)
Fir die zu untersuchende Reihe sind beide Kriterien ohnéevési anwendbar, es ergibt sich
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Allerdings ist die Konvergenz innerhalb des Konvergenmsl= 41 nicht gleichmallig. Zu
den Randern zu wird sie immer langsamer.
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