Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 12.173

—X —X
und coshkx=

Durch die Beziehungen sink= werden die Funktionen Sinus

Hyperbolicus und Kosinus Hyperbolicus definiert.

a) Untersuchen Sie die beiden Funktionen auf Monotoniggxverte und Krummungsver-
halten!

b) Entwickeln Sie die Funktioffi(x) =sinhx im Punktxy = 0 nach der Taylorschen Formel!

c) Wie lauten die Taylorpolynome dritten und vierten Gra@igs, 0) und T4(x, 0) fur sinhx?

d) Geben Sie die jeweiligen Lagrangeschen Restglieder an!

e) Zeigen Sie mithilfe des Lagrangeschen Restgliedes, fiiass| <1 die Abschatzung
| Ta(x,0)—sinhx| < 0.013 qgilt!

f) Wie grol3 ist der Fehler bei Verwendung des Taylorpolynmmssten Grades zur Berech-
nung von sinh 1 tatsachlich?

g) Beweisen Sie, dass die Taylorreihe fur sinim den Entwicklungspunkiy =0 fur alle x
konvergiert!

LOosung:
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Offensichtlich gilt immer cosh:é(%> 0, wahrend sinh:ex Ze
X

fur positivex positiv, firx=0 gleich 0 und fir negative negativ ist.

Far f(x)=sinhx gilt somit:
f’(x)=coslk=0 = Uberall streng mon. wachsend, kein Extremwert

<0, x<0: Kkonkav
f”(x)=sinhx=¢ =0, x=0 — Wendepunkt sinhx

>0, x>0: konvex

Fur g(x) =coshx gilt:
{< 0, x<0: monoton fallend
d(x)=sinhx=¢ =0, x=0 = Minimum bei cosh@=1
>0, x>0: monoton wachsend
g’(x)=coslxk=0 = Uberall konvex

b) f/((x)) =sinhx f/((O)) =0 3 5 w2kl
f'(x) =coskx f(0) =1 f(x) =sinhXx=x+4—=+...=
f(x) =sinhx f7(0) =0 3! 5l kZO (2k+1)!
f""(x) = coshx f(0)=1 (Diese Reihe konvergiert fir allegegen sink (siehe g),
usw. alternierend deshalb darf das Gleichheitszeichen gesetzt werden.)
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c) Wegenf®(0)=0 gilt Ta(x,0)=Ta(x,0) :x+%.

(4) ' (5)
d) Rs(x)= f 4EE)X4: Slngx“, Ra(X) = f 556)x5: Ci;gfxfs, & zwischen 0 unc
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€) [Ta(x,0) —sinhx| = | —Ra(x, 0)| = [Ra(x, 0)| =

f)

9)

coshé s Y  sinhx
120 | | 1 TG(X)

& zwischen 0 unc.

Wegen|x| <1 ist offensichtlich auché| < 1. Da der Kosinus Hy- Ta)

perbolicus eine gerade Funktion ist undxi¥0 monoton wachst,
1

e+ . C o
folgt coshé <coshl= > €. Mit |x| <1 erhalt man schlieBlich

(% 0)—sinful — COSTE |5 e+%~00129 X TA¥)

Die gegebene Abschatzung ist also tatséchlich richtig.
1
e+3 1 7
sinh1= % ~1.1752Q0 Ta(x,0)= 1+6 =6~ 1.166667
T4(x,0)—sinh 1~ 0.00853.

Der tatsachliche Fehler ist also deutlich kleiner. Er kanihdem
Restglied nicht besser abgeschétzt werden, da der tats#ehl
Zwischenwer€ nicht bekannt ist.

f(2n+1)(f) 2n+1 _ COShf 2n+1

Es gilt sinhx= Ton(X,0) +Ron(X,0) mit  Ron(x,0) = (2n+1)! (2n+1)! ’

& zwischen 0 undck.

Da der Kosinus Hyperbolicus sein Minimum fide= 0 hat und ansonsten monoton ist, glit
coshé < coshx. Folglich ist

Fir jedesx ist irgendwann%_ﬂ_1 <1, vergréf3ert man von dort aus dassind alle weiteren
Faktoren noch kleiner, so daRs,(x,0) — 0 gilt.

n X2k+1 0 X2k+1
Damit ist Ton(X, O):kgo 2 e sinhx, d.h. sinh<:k;)m fur jedesx.

(Die Konvergenz ist allerdings nicht gleichmaRig, je gnof3e ist, desto langsamer ist die
Konvergenz.)



