
Aufgabe 12.171

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Sei f (x) = e2x.

a) Entwickeln Sief (x) an der Stellex0=1 nach der Taylorschen Formel bis zum kubischen
Glied und geben Sie das zugehörige Lagrangesche Restglied an!

b) Schätzen Sie mit Hilfe des Lagrangeschen Restgliedes denFehler ab, der bei der Appro-
ximation von f (0.9) durch diese nach dem kubischen Glied abgebrochene Taylorentwick-
lung entsteht!

c) Vergleichen Sie diese Abschätzung mit dem tatsächlichenApproximationsfehler!

Lösung:

a) f (x) = e2x f (1) = e2

f ′(x) = 2e2x f ′(1) =2e2

f ′′(x) = 4e2x f ′′(1) =4e2

f ′′′(x) = 8e2x f ′′′(1)=8e2

f (4)(x)=16e2x

Taylorentwicklung bis zum kubischen Glied:

f (x) = e2
(

1+2(x−1)+
4
2
(x−1)2+

8
6
(x−1)3

)

+R3(x)

= e2
(

1+2(x−1)+2(x−1)2+
4
3
(x−1)3

)

+R3(x),

R3(x) =
16e2x

24
(x−1)4 =

2
3

e2x (x−1)4, x zwischen 1 undx

b) R3(0.9) =
2
3

e2x (0.9−1)4, 0.9< x< 1

Da e2x monoton wachsend ist, gilt|R3(0.9)|<
2
3

e2·1(−0.1)4 =
2
3

e20.0001≈ 0.0004926.

c) f (0.9) = e1.8 ≈ 6.0496474644

P3(x) = e2
(

1−2 ·0.1+2 ·0.01−
4
3
·0.001

)

= 6.0491739263

Der tatsächliche Fehler beträgt| f (x)−P3(x)| ≈ 0.0004735, er wird durch die bei b) ermittelte
Abschätzung recht gut erfasst.
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