Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrlicihheL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 12.151

a) Entwickeln Sie die Funktiofi(x) =x3—6x+3 im Punktxo=2 nach der Taylorschen For-
mel!

b) Geben Sie die Taylorpolynome nullten bis dritten Gradesdie zugehdrigen Restglieder
an! Skizzieren Sie die Funktion und die Taylorpolynometeullbis dritten Grades!

c) Bestimmen Sie mithilfe der Taylorpolynome ersten undiewmeGrades Naherungswerte
fur die in der Nahe vomp=2 liegende Nullstelle vori (x) !

Losung:
Taylorsche Formel (unter Differenzierbarkeitsvoraussegen):
£/ £(n)
(0 = 1 00) + 1/00)00), +1—0 (x-x0)? 4+ ) () R 10

Ge?ade
Approx. vonf (X)
durch Tangente ixg

J/

Parabel
Approx. vonf(x) durch Pol. 2. Grades
(Krimmung erfasst)

Taylorentwicklung ist Verallgemeinerung des Ubergangs zuTangente.

: f(g) nt1 ,
Lagrange—RestgliedR,(x, %) = W(x—xo) T2, & zwischerxg undx
2 1M(0) K
Bei KonvergenzR,(X,Xp) S 0, Taylorreihe| f(x) = Z ” (X—Xo)
k=0
a) f(x) =x3—6x+3 f2) = -1
f'(x) =3x°—6 f(2) = 6
f”(x) =6x f'(2) = 12
f”(x) =6 f(2) = 6
f(4)(x):f(5)(x):...:0 f(4)(2):f(5)(2):...:0

12
—6x+3=—1+ 6(x—2) + 3(x—2>2 + g(x-2)3
= —1+6(x—2) + 6(x—2)% + (x—2)°

Da es sich bef (x) selbst um ein Polynom 3. Grades handelt, bricht die Taytarieklung
nach dem kubischen Glied ab.

b) To(x,2)= Konstante, Ro(X,2) = (382—6) (x—2)
Tl(x,2):—1—|—6(x 2) =6x—13: Gerade: TangenteRy (x, 2) = 3¢ (x—2)°
To(x,2) =6x—13+6(x—2)° =6x2—18x+11: Parabel, Ro(x,2) = (x—2)3
Ta(x, 2) = 6x2—18x+11+4(x—2)3 =x3—6x+3: kubische FunktiorRs(x, 2) =0

Dabei liegté jeweils zwischen 2 una. Da die genaue Lage vah nicht bekannt ist, kann
der Fehler in den ersten beiden Fallen damit nur abgesciétden. Da die dritte Ableitung
konstant ist, enthalt das Restglied bei Abbruch nach dendrgtiachen Glied keirg. Das
Taylorpolynom dritten Grades ist die gegebene Funktidossgéntsprechend ist das Restglied
in diesem Falle 0.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Sammlung/Aufgabensammlung.pdf
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Aufgabe 12.151 2

T(x)| Y
T]_(X)
10
\\L 2 x
J N\ '
To(X)
f(x)=Ta(x)

In der Abbildung ist bei der Bezeichnung der Taylorpolyncemé die Angabe des Entwick-
lungspunktes verzichtet. In ihr wird das Prinzip der Tagtdwicklung deutlich. Die Tangente
T1(x,2) erfasst den Anstieg im Entwicklungspunit=2 und stimmt nur in unmittelbarer
Né&he des Entwicklungspunktes nfitx) = x3—6x-+3 gut iiberein, die Parabel erfasst auch die

Krimmung im Entwicklungspunkt und stimmt schon in einemf@m@n Intervall mitf (x)
Uberein.

1

¢) F(X)~To(x,2) =1—6=0 filr x:§z2.166667
, 11

f( )~ =6¢-18¢+11=0, X2~ 3+ ¢ =0

« 3 9 11 3 2. 145497
1/2_ \/ 4 6 \/ 0.854503 (hier nicht relevante zweite NS der Parabel)

Tatséachlich ist die in der Nahe von 2 liegende Nullstelle ¥0x) ungefahr gleich 245103



