Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 12.65

: o 1
Bestimmen Sie mithilfe des Newtonverfahrens alle Nullstelon f(x) :3—x2—)—( !

LOsung:

Newtonverfahren (Tangentenverfahren) zur Nullstellstibenung nichtlineaer Gleichungen: Statt
Nullstelle der Funktiorf (x) wird Nullstelle ihrer linearen Approximation (Tangentesyicht:

f(%0)
f + f/ X— - C)7 X— = —
(%) + f'(x0) (x—X0) X0 =~ i)
LG
Nullstelle der Tangente also = Xg — (%)

Fir x=x1 kann man erneut eine Tangente anlegen und deren Nullstelle b
stimmen usw.

0 1 _g12.

Iterationsvorschrift] X1 = Xn —
f/(Xn) X%z X1 Xo X

Fur die gegebene Funktion gilt linf(x) =—co und Iignof(x) =00, dazwi- y
X—r—00 X—0—
schen ist sie stetig, so dass zwischen und 0 (mindestens) eine Nullstelle

liegen muss.

Fernerist lim f(x)=—oo, lim f(x)=—c. Um zu sehen, ob die auch zwi-
x—0+0 X—00

schen O und» stetige Funktionf(x) auch positive Nullstellen hat, wird
zunéchst eine Extremwertuntersuchung durchgefiuhrt:
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so dasd (x) beix= —-=~0.7937 das Maximunf <3—) :3—£—\?@:
3 V2 2 2
3—5\?75%1.1101 hat. 1)

Also hat f (x) zwischen 0 und @937 und zwischen.@937 undw eine Nullstelle. Da zwischen
zwei Nullstellen eine Extremstelle liegen muss und die Fonkflr positivex nur eine Extrem-
stelle hat, liegt in diesen Bereichen jeweils nur eine Nells.

3—x3-1
Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens Iautmlzxn—zLjol".

Die Newtoniteration kann bequem z.B. mit einem Tabellekikaltionsprogramm ausgefihrt wer-
den. Bei Verwendung der Startwentig= —2; 0.5; 0.7; 0.8 und 2 erhalt man beispielsweise die
folgende Ausgabe:
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(g3 ~ fo T = |=Bz-(3432"132-1,a132)f(-2*=32+1;(32*132)}
A — D E ;
1 n xn XN Xn ¥.n ¥xn
2 0] -2.0000000000] 0,5000000000] 0,7000000000] 0.8000000000] 2 0000000000
B 1) -1.8823529412) 02500000000 -0,9875796173[30,4000000000{ 1,6000000000
4 | 2] -1.8793570910] 0. 3185483871[ -1,9998418624]15,2485314212] 1.5341490545
5 3| -1,8793852416| 0 34466265684| -1,6823452853| 7,7194236960| 1,5320909371
6 4| -1,8793852416] 03472737025 -1,6793870815[ 4,0416385112] 1,5320888862
7 5| -1,8793852416] 0 3472963537] -1.6793852416] 2 3485236094| 1 4320888862
8 6| -1.8793852416) 0,3472963553| -1,8793852416 1.6971660866| 1.5320888862
g 7] -1.8793852416| 0 3472963553] -1.6793852416] 1 56430683146] 1 6320838862
18 | 8| -1,8793852416) 03472963553 -1,8793652416( 1,6321463904| 1,5320588862
11 | 9 -1,8793852416] 0.3472963553| -1.67935852416] 1,5320888878] 1,532008588862
12 [ 10| -1.8793852416] 0 3472963553 -1.8793852416] 1 65320888862 15320888862

Nullstellen vonf (x) sind also offensichtlich-1.8793852416, (3472963553 und.5320888862.
Die Tabelle zeigt, dass die Wahl von Startwerten in der Na&welokalen Maximums vorf(x)
wegen der dann sehr flachen Tangente problematisch isthB8efii Newtonschritt von.@ in den
negativen Bereich, das Verfahren konvergiert dann gegemefjative und nicht gegen die dem
Startwert benachbarte Nullstelle. Der Startwe Ilegt noch dichter am Maximum, so dass die
Tangente noch viel flacher ist und der Newtonschritt vielt@raveg fihrt, allerdings konvergiert
das Verfahren dann gegen die ,richtige” Nullstelle, da dslaser Seite des Maximums nur eine
Nullstelle gibt.

Offensichtlich hatf (x) :3—x2—)—1( die gleichen Nullstellen wigy(x) = xf(x) =x3—3x+1. Die
Nullstellen dieser Funktion lassen sich besser mit dem bleverfahren bestimmen als die von
X3 —4xn+1

3x-3
Startnaherungen sollten méglichst gut gewahlt werden. kéam dafir z.Bg(x) =x3—3x+1

durchx®—3x ersetzen, diese Funktion hat die Nullstellery3, 0 undy/3. Verwendet man diese
als Startwerte, so erhalt man

f(x). Die Newtonvorschrift lautetn 1 =Xn—

|83 = fw X = |-s2(prszmesw+iEEy
e c D
L n XN X R ¥n
2 I -1, 7320508076 0.0000000000 1.7320508076
n 1 -1.8987174742 0,3333333333 1,6653841409
4 2 -1.879656709 0,3472222222 1.6332768399
5 3 -1,8793852963 0,3472963532 1,6320904875
& 4 -1.8793852416 03472963553 1.6320888862
7 5 -1.8793852416 0.3472963553 1,5320888862




