Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 11.31

1 eine reelle Funktion einer reellen Variablen.
VX—2
a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich die Funkti¢r), zeigen Sie, dass sie eine Um-
kehrfunktion besitzt und ermitteln Sie diese Umkehrfuoktund ihren Definitions- und
Wertebereich!
b) Untersuchen Sie die Funktidi{x) und ihre Umkehrfunktion ohne Verwendung von Mit-
teln der Differenzialrechnung auf Monotonie!

Sei f(x)=

LOsung:

a) Damit beide Wurzeln existieren, missen beide Radikanmétnegativ sein. Das ist fie> 2
erfullt. Da der Nenner genau dann gleich O ist, wer2 gilt, ergibt sich DBf)=(2,).

v2x—1
X—2
negativ werden kann, mugs> 0 sein.
Vv2x—1 2x—1 .
— Y= ):( S = (x—2)y?=2x—1. (Auch die letzte
: : : : 1
Gleichung ist flirx—2=0 nicht erfillt, denn sonst wére auckh-21=0 und damix=2= E')

Die Gleichung y= soll nun nachx aufgeldst werden. Da die rechte Seite nicht

Fury>0 gilt y=

;

2y -1

=2

(Auch die vorletzte Gleichung ist fig# —2=0 nicht erfiillt, denn sonst wéare aucff2-1=0
. 1

und damlty2:2:§.)

Weiter ist (x—2)y?=2x—1 <= xy?—2y°=2x-1 <= X(y*—2)=2’—1 < X

Wegen DR f)=(2,0) muss hierbek > 2 gelten. Day nichtnegativ und wegey? —2+# 0
ungleichy/2 sein muss, missen die Falle < /2 undy > +/2 unterschieden werden:

2
-1 .
0<y<+V2: y?—2<0, x:zy);_ > >2 = 2y°—1<2y?—4 < —1<—4, Widerspruch.
Diesey sind also nicht mdglich, denn fur sie gilt nickt- 2.
2y -1 . §
y>1/2: y2—2>0, X:ﬂ>2 — 2P—1>2%—4 — —1>—4, immer effilllt.

Fur diesey ergibt sich immer eix> 2.
2y?

-1 .
Sy > 2 errechnen, d.h., derselbe Funkti-

onswerty = f(x) kann nicht zu verschiedenen Argumenten gehdren, die fi2 definierte
Funktion f (x) ist eineindeutig und besitzt damit eine Umkehrfunktion.

. 2x%—1
Formales Vertauschen der Variablen fihrt efuTl(x) =25

mit DB(f~1) = (v/2,0) = WB(f) und WB(f~1) = (2,0) = DB(f).

Zu jedemy > /2 lasst sich also eindeutig=
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\L f~1(x)

—t(x)

i

22 X

(Bei den in der Abbildung
schwach gezeichneten Kurven
handelt es sich um die Fortset-

2x°—1
zung vong(x) = 2 2 aulRer-

halb des Definitionsbereichs von
f~1(x), also um keinen Bestand-
teil der Umkehrfunktion.)

b) Da die Funktionswerte= f(x) positiv sind undk—2> 0 ist, gilt
\/2X1—1 \/2X2—1 2xX1—1 2%-—1

< — <
i<y VX1—2 VXo—2 = X1—2 < Xo—2
= (2-1)(xx—2) < (2%2—1)(x1—2)

> 2X0—4X1 —Xo+2 < 2XoX1 —AXo—X1+2 < < 3X] <= X1 >Xo.
Da es sich durchgehend um &aquivalente Umformungen harsitedt,sowohlf (x) als auch

f~1(x) streng monoton fallend.



