Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 11.30

_ 2—VXx+3

14X+ 3

a) Geben Sie den Definitionsbereich dieser Funktion anenefje, dass sie eineindeutig ist,
bestimmen Sie ihre Umkehrfunktion und deren Definitionsd Wertebereich!

b) Untersuchen Sie die Funktidi{x) und ihre Umkehrfunktion ohne Verwendung von Mit-
teln der Differenzialrechnung auf Monotonie!

Sei f(x) eine reellwertige Funktion.

Losung:

a) DB(f) = [~3,)

2—/%X+3 2—y
= — Y+YWX4+3=2—VX+3 — VX4+3(y+1)=2-y — VX+3=—=
ey y+yv % Vx+3(y+1) y Ty
(y=—1 ist offensichtlich unmdglich, da dann-2/x+3=—1—+/x+3 sein musste.)
2—y 2-y>0,1+y>0 & —1<y<2 oder

Es musslTy > 0 sein, dies gilt fur{ 2-y<0,1+y<0 & y>2 Ay<1l Widerspruch

2
Also ist nur—1 <y <2 madglich, dann ergibt sich durch Quadriergn3 = <%) und
4—dy+y? | A—dy+y?—3-6y—3y? 1-10y—2y?
1+2y+y2 = 1+2y+y? T lt2y+y?
Das Urbildx vony ist also eindeutig bestimmbar. Damit ist die Funktion eideutig und die
Umkehrfunktion existiert. Nach formalem Vertauschen daridblen erhalt man

f1(x) = %};3‘2 mitDB(f~1) = (—1,2] = WB(f), WB(f 1) = [-3, ) = DB(f).

damit x=

b) Wir untersuchen, wanf(x) > f(y) gilt:

2—V/X+3  2—+/y+3
1+¢x+—3>1+¢m = (2—VXx+3)(1+/y+3) > (2—/y+3)(1+V/x+3)
= 2 VX+34+2\/y+3—VX+31/y+3> 2—/y+3+2Vx+3—/y+3V*x+3

— 3/y+3>3V/x+3 <= y>x
(Bei der ersten Umformung ist beachtet, dass beide Nenrgtiypsind, das beim letzten

Schritt erforderliche Quadrieren ist auch eine aquivadminformung, da beide Seiten der
Ungleichung nichtnegativ sind.)

Somitgilt x<y < f(x)> f(y), wegen der Existenz der Umkehrfunktion ist das aquivalent

zu x>y < f~1(X)< f~1(y). Also sind die Funktiorf (x) und inre Umkehrfunktion streng
monoton fallend (und damit eineindeutig).

3—1—+/x+3
1+vX+3

(Die strenge Monotonie voh(x) sieht man auch sofort an der Darstelldiig) =

= 1.
1++/%X+3 )
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